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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

1.1 Î ÷åì ýòà êíèãà

Â ýòîé êíèãå ìû ðàññêàæåì î íåêîòîðûõ ñîâðåìåííûõ ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòèêè. Ìû
âûáðàëè ñåìü òåì, ïî îäíîé íà êàæäóþ ãëàâó:

• Çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ è ñîñòàâëåíèå ðàñïèñàíèé.
(ãëàâà �Ìåíåäæìåíò è ìíîãîãðàííèêè�)

• Êîäèðîâàíèå òåêñòîâ äëÿ õðàíåíèÿ è ïåðåäà÷è â öèôðîâîì âèäå.
(ãëàâà �Ìèð íóëåé è åäèíèö�)

• Ñòðóêòóðà ñîåäèíåíèÿ ñåðâåðîâ êàíàëàìè ñâÿçè â Èíòåðåíåòå.
(ãëàâà �Óñòîé÷èâîñòü Èíòåðíåòà�)

• Áàëàíñèðîâàíèå íàãðóçêè â òåëëåêîììóíèêàöèÿõ.
(ãëàâà �Ñèëà âûáîðà èç äâóõ�).

• Øèôðîâàíèå êîíôèäåíöèàëüíûõ ñîîáùåíèé.
(ãëàâà �Ñåêðåòíûå ÷èñëà�).

• Îïåðàöèè ïîäñ÷åòà ïðè àíàëèçå áîëüøèõ äàíûõ.
(ãëàâà �Ñ÷åò÷èêè ñ êîðîòêîé ïàìÿòüþ�)

• Ðàñïðåäåëåíèå ðåêëàìíûõ ìåñò â ïîèñêîâûõ ñèñòåìàõ, êàê Ãóãë è ßíäåêñ.
(ãëàâà �Ìèëëèîí àóêöèîíîâ â ìèíóòó�)

Ìû íè â êîåì ñëó÷àå íå ïðåòåíäóåì íà õîòü ñêîëüêî-íèáóäü ïîëíûé îáçîð áåñ-
÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé ìàòåìàòèêè. Íà ýòî ïîíàäîáèòñÿ íå îäíà êíèãà, à öåëàÿ áèá-
ëèîòåêà! Íàïðèìåð, ìû âîîáùå íå óïîìèíàåì î ìåäèöèíñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, ñêàæåì,
ñîçäàíèå ïîäâèæíîé òðåõìåðíîé êàðòèíêè íà ýêðàíå ïðè êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè,
èëè íàõîæäåíèå ìóòàöèé â ãåíîìàõ êëåòîê ðàêà. Ìû òàêæå îñòàâèëè â ñòîðîíå ïðèëî-
æåíèÿ â âûñîêîòåõíîëîãè÷íîì ïðîèçâîäñòâå, íàïðèìåð, â ìàøèíîñòðîåíèè è àâèàöèè,
à òàêæå øèðîêèé ñïåêòð ïðèìåíåíèé â ýêîíîìèêå.
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Ãëàâà 1. Ââåäåíèå

Òåìû, êîòîðûå ìû âûáðàëè, îáúåäèíåíû îäíîé èäååé. Âñå îíè ñâÿçàíû ñ êîìïüþ-
òåðàìè è Èíòåðíåòîì. Ìû õîòèì íà ÿðêèõ è êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ ïîêàçàòü, ÷òî ñàì
ïî ñåáå êîìïüþòåð, äàæå ñàìûé ìîùíûé, íå ìîæåò òâîðèòü òå ÷óäåñà, ê êîòîðûì
ìû óæå òàê ïðèâûêëè: ïîêàçûâàòü òåêñòû è ôîòîãðàôèè, äåëàòü ñëîæíûå ðàññ÷åòû,
èñêàòü èíôîðìàöèþ, è ïåðåñûëàòü âñå ýòî ïî âñåìó ìèðó. Çà âñåì ýòèì ñòîèò ìàòåìà-
òèêà, áåç êîòîðîé êîìïüþòåð îñòàëñÿ áû áåçæèçíåííûì è ïðàêòè÷åñêè áåñïîëåçíûì
àïïàðàòîì.

Êîíå÷íî, äàæå ýòó òåìó ìû íå ìîæåì ïîëíîñòüþ ðàñêðûòü â îäíîé êíèæêå. Ìû
âûáðàëè òîëüêî íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, êîòîðûå íàèáîëåå áëèçêè ê òåìå íàøèõ ñîá-
ñòâåííûõ èññëåäîâàíèé. Åñëè áû ýòó êíèãó ïèñàëè äðóãèå àâòîðû, òî è òåìû áûëè áû
äðóãèå, è íå ìåíåå âïå÷àòëÿþùèå.

Ìû î÷åíü õîòèì ðàçäåëèòü ñ âàìè åñëè íå íàøå óâëå÷åíèå, òî õîòÿ áû íàøå âîñ-
õèùåíèå ìàòåìàòèêîé: òî÷íîé è êðàñèâîé, äðåâíåé è âñåãäà ñîâðåìåííîé, è, êîíå÷íî,
íåâåðîÿòíî ïîëåçíîé!

1.2 Äëÿ êîãî ýòà êíèãà

Ýòà êíèãà äëÿ øèðîêîãî êðóãà ÷èòàòåëåé è íå òðåáóåò íèêàêîé ïîäãîòîâêè. Ïðè ýòîì
äëÿ íàèáîëåå çàèíòåðåñîâàííûõ è ïîäãîòîâëåííûõ ÷èòàòåëåé ìû äîáàâèëè äîïîëíè-
òåëüíûå äåòàëè. Ïîýòîìó êðîìå îñíîâíîãî òåêñòà, â êíèêó âõîäÿò äîïîëíèòåëüíûå
îáúÿñíåíèÿ è ïðèëîæåíèÿ.

Îñíîâíîé òåêñò. Îñíîâíîé òåêñò êíèãè íå òðåáóåò àáñîëþòíî íèêàêîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ïîäãîòîâêè. Ìû ïîñòàðàëèñü, ÷òîáû êàæäîìó ÷èòàòåëþ áûëî èíòåðåñíî è
ïîíÿòíî, î ÷åì èäåò ðå÷ü. Â êàêîì-òî ñìûñëå íàø ðàññêàç ìîæíî ñðàâíèòü ñ íàó÷íî-
ïîïóëÿðíûìè ïðîãðàììàìè ïî òåëåâèçîðó.

Äîïîëíèòåëüíûå îáúÿñíåíèÿ. Èíîãäà ìû îáúÿñíÿåì îñíîâíûå èäåè ÷óòü áî-
ëåå ïîäðîáíî äëÿ èíòåðåñóþùåãîñÿ ÷èòàòåëÿ. Ýòîò òåêñò ìû ïðèâîäèì â ðàìêàõ. Â
îñíîâíîì òåêñò â ðàìêàõ íå òðåáóåò ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè. Íî ïðè æåëàíèè åãî
ìîæíî ïðîïóñòèòü áåç óùåðáà äëÿ ïîíèìàíèÿ îñòàëüíîãî ñîäåðæàíèÿ.

Ïðèëîæåíèÿ. Íàêîíåö, â êîíöå êíèãè, ìû âêëþ÷èëè Ïðèëîæåíèÿ, ãäå ìû ïðè-
âîäèì áîëåå ñòðîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëèðîâêè, âêëþ÷àÿ ôîðìóëû, òåîðåìû, è
äîêàçàòåëüñòâà (èëè õîòÿ áû èäåè äîêàçàòåëüñòâ). Ïðèëîæåíèÿ ðàññ÷èòàíû íà óðî-
âåíü ñòàðøåêëàññíèêîâ, êîòîðûå èíòåðåñóþòñÿ ìàòåìàòèêîé.

Ìû âêëþ÷èëè Ïðèëîæåíèÿ, ÷òîáû êíèæêó ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå
ó÷åáíèêà, íàïðèìåð, äëÿ ñïåöêóðñà â ñòàðøèõ êëàññàõ èëè äëÿ ââîäíûõ ëåêöèé
â âóçå.
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1.3 Ñïàñèáî!

Ìû áëàãîäàðèì èçäàòåëüñòâî ÌÈÔ è åãî äèðåêòîðà Àðòåìà Ñòåïàíîâà çà âîçìîæ-
íîñòü îïóáëèêîâàòü ýòó ðóêîïèñü. Áîëüøå ñïàñèáî ÐåíàòóØàãàáóòäèíîâó çà áûñòðóþ
è ïîçèòèâíóþ îáðàòíóþ ñâÿçü... (ðåäàêòîðû, è ò.ä.).

Ìû îò âñåãî ñåðäöà áëàãîäàðèì êîëëåã ïî âñåìó ìèðó çà ýíòóçèàçì è ïîääåðæêó
ýòîãî ïðîåêòà. Ñïàñèáî çà ìàòåðèàëû, èíòåðâüþ, è ýêñïåðòíûå îòçûâû, êîòîðûå íàì
áûëè íóæíû â êàæäîé ãëàâå: Ñåðãåé Èçìàëêîâ, Àëåêñåé Ãåðàñèìîâ, Àëåêñàíäð Âå-
ðåìüåâ, Äàíèèë Ìóñàòîâ, Àëåêñåé Ñàââàòååâ, Robert Fitzner, Gerard Post, Sebastiano
Vigna, Peter-Tjerk de Boer, Mor Harchol-Balter, Robert Erra, Frank Thuijsman, Kavita
Ramanan, Fan Chung, Sara van de Geer, Alexander Schrijver, Jaroslav Krystul, Nardo
Borgman, Maartje van de Vrugt. Îñîáàÿ áëàãîäàðíîñòü Êîíñòàíòèíó Àâðà÷åíêîâó çà
ýêñïåðòíûå êîììåíòàðèè ïî âñåé ðóêîïèñè è â òå÷åíèå âñåãî ïðîåêòà.

Íåëëè:
Ýòî áûë áîëüøîé è ñëîæíûé ïðîåêò. Cïèñîê ëþäåé, êîòîðûõ ÿ õî÷ó ïîáëàãîäàðèòü,
áóäåò î÷åíü äëèííûé, è ÿ âñå ðàâíî íå ñóìåþ íàçâàòü âñåõ.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü, ÿ î÷åíü áëàãîäàðíà Àíäðåþ çà ñîòðóäíè÷åñòâî. Ìíå áûëî èí-
òåðåñíî è ïðèÿòíî ñ íèì ðàáîòàòü, ÿ íå óñòàâàëà óäèâëÿòüñÿ ãëóáèíå è ðàçíîîáðàçèþ
åãî çíàíèé. Ñïàñèáî, Àíäðåé, ÷òî âçÿëèñü ñî ìíîé çà ýòîò ïðîåêò!

Ìîÿ ñåìüÿ ñòàëà óçêèì êðóãîì íàøèõ ïåðâûõ ÷èòàòåëåé. Ìîé äåäóøêà, çàìå÷à-
òåëüíûé ôèçèê è ýíòóçèàñò íàóêè Âèòàëèé Àíàòîëüåâè÷ Çâåðåâ (åìó 91 ãîä!) ÷èòàë
âñå ãëàâû â äåíü ïîÿâëåíèÿ. ß ñ íåòåðïåíèåì æäàëà åãî ðàçâåðíóòûõ êîììåíòàðè-
åâ, êîòîðûå äàëè íàì ìíîãî èäåé, íàïðèìåð, èìåííî èç ýòèõ êîììåíòàðèåâ âîçíèê
Ðàçäåë 4.6 ïðî êîäèðîâàíèå öâåòîâ. Ñïàñèáî, äåäà Âèòÿ, òû íåïîäðàæàåìûé ïðèìåð
íàñòîÿùåãî ó÷åíîãî! Ìîé áðàò Ïåòð Àíòîíåö � ãóììàíèòàðèé ñ èñêðåííèì èíòåðåñîì
ê íàóêå è òåõíèêå � ñòàë äëÿ ìåíÿ �ýòàëîííûì� ÷èòàòåëåì. Ìû èñïðàâèëè âñå, ÷òî
åìó áûëî íåïîíÿòíî! Ñïàñèáî ìîåé ìàìå Íèíå Çâåðåâîé, ïàïå Âëàäèìèðó Àíòîíöó è
ñåñòðå Êàòåðèíå Ïåòåëèíîé çà áûñòðûå, îðèãèíàëüíûå è âñåãäà ïîçèòèâíûå îòçûâû
ïî êàæäîé ãëàâå. Îñîáîå ñïàñèáî ìàìå çà òî, ÷òî íåñêîëüêî ëåò íàçàä ïîäòîëêíóëà
ìåíÿ ê ïèñàòåëüñòâó, è çà ïîñòîÿííóþ âäîõíîâëÿþùóþ ïîääåðæêó ìîåé ïèñàòåëüñêîé
êàðüåðû.

Ìû ïîëó÷èëè íåîáûêíîâåííóþ ïîääåðæêó îò øèðîêîãî êðóãà äðóçåé, êîëëåã è
ïîòåíöèàëüíûõ ÷èòàòåëåé. Êðîìå èìåí, óæå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå, ïîïðîáóþ íàçâàòü
òåõ, ÷åé ýíòóçèàçì, èäåè, öèòàòû è êîììåíòàðèè íàøëè îòðàæåíèå íà ýòèõ ñòðàíè-
öàõ: Ìàðê Õàöåðíîâ, Ëþäìèëà Îñòðîóìîâà-Ïðîõîðåíêîâà, Íèíà Ïåòåëèíà, Òàòüÿíà
Ïåòåëèíà, Äèàíà Êîáëåíêîâà, Ìèõàèë Ôåäîòêèí, Naum Shimkin, Nico van Dijk, Erwin
Hans, Pim van der Hoorn, Maarten van Steen, Marc Uetz, Jan Willem Polderman, Richard
Boucherie, Ingeborg Blikker, è ìíîãèå äðóãèå. Îãðîìíîå ñïàñèáî!

Ñïàñèáî ìîåé âçðîñëîé äî÷åðè Íàòàëèè Ëèòâàê, ïðåêðàñíîé ïîäðóãå è ñïåöèàëè-
ñòó ïî èííîâàöèÿì. Íàøè ðàçãîâîðû äàëè ìíå ìíîãî èíòåðåñíûõ èäåé î ðîëè íàóêè â
ïðàêòèêå. Ñïàñèáî ìîåé äî÷êå Ïèàëè çà âåñåëûé õàðàêòåð è èñêðåííèé èíòåðåñ ê ìî-
åìó ïèñàòåëüñòâó. Íàäåþñü, êîãäà-íèáóäü òû ñìîæåøü ýòî ïðî÷èòàòü! Ñïàñèáî ìîåìó
ìóæó Ïðàíàáó çà áåñêîíå÷íîå òåïëî, ïîíèìàíèå è òåðïåíèå.
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Àíäðåé:
Ìíå áûë î÷åíü èíòåðåñåí ýòîò ïðîåêò, ïîýòîìó, íåñìîòðÿ íà æóòêèé ïîñòîÿííûé öåéò-
íîò, ÿ ñäåëàë âñå, ÷òîáû óäåëèòü åìó äîëæíîå âðåìÿ. ß î÷åíü áëàãîäàðåí Íåëëè çà
òî, ÷òî îíà ìåíÿ âòÿíóëà â ýòî :)
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Ãëàâà 2

�Çà÷åì íóæíà ìàòåìàòèêà?�

2.1 Íåëëè

Ïîñëå äëèííîãî ïåðåëåòà è ïîëóòîðà ÷àñîâ ñòîÿíèÿ â î÷åðåäè, ÿ, íàêîíåö, ïðåäúÿâëÿþ
ïàñïîðò è êëàäó óêàçàòåëüíûé ïàëåö íà ìàëåíüêèé ñêàíåð â àýðîïîðòó Àòëàíòû.
Óíåñåííûå âåòðîì. . .

� Ñ êàêîé öåëüþ Âû ïðèåõàëè â ÑØÀ? � â ãîëîñå ïîãðàíè÷íèêà íåò íè êàïëè
èíòåðåñà.

� ß ïðèåõàëà íà êîíôåðåíöèþ.
� Íà êàêóþ òåìó êîíôåðåíöèÿ?
� Ïî ìàòåìàòèêå.
Ñî ìíîé âñå ÿñíî, ïîãðàíè÷íèê óõìûëÿåòñÿ è áåðåòñÿ çà ïå÷àòü:
� È ÷òî, êîìó-òî åùå íóæíà ìàòåìàòèêà?
Íåò, âû òîëüêî ïîäóìàéòå! Îí ñèäèò â àýðîïîðòó Àòëàíòû, ãäå áóêâàëüíî êàæ-

äûå äåñÿòü ìèíóò ïðèçåìëÿåòñÿ ñàìîëåò. Îí ñêàíèðóåò ìîé ïàñïîðò, â äîëþ ñåêóíäû
êîìïüþòåð íàõîäèò ìîè îòïå÷àòêè ïàëüöåâ ñðåäè ìèëëèîíîâ äðóãèõ îòïå÷àòêîâ è
ñðàâíèâàåò ìîé ôàéë ñ ñîòíÿìè òîíåíüêèõ ëèíèé íà ìàëåíüêîì ñêàíåðå. Êàêèì îáðà-
çîì, èíòåðåñíî, áûëî ðåøåíî âî ñêîëüêî, êóäà è êàêîé ñàìîëåò äîëæåí ñàäèòüñÿ? Êàê
ñîõðàíèòü îòïå÷àòêè ïàëüöåâ â êîìïüþòåðå, êîòîðûé, õîòü è ïîêàçûâàåò íà ýêðàíå
âñÿêèå êàðòèíêè, íà ñàìîì äåëå íå óìååò õðàíèòü íè÷åãî, êðîìå íóëåé è åäèíèö?
Êàê áûñòðî íàéòè íóæíóþ çàïèñü ñðåäè ìèëëèîíîâ äðóãèõ? È êàêèì îáðàçîì êîì-
ïüþòåð � êó÷êà ïëàñòìàññû è æåëåçà � ìîæåò ðåøèòü, ñîâïàäàþò ëè äâå êàðòèíêè,
îòôèëüòðîâàâ ïðè ýòîì íåèçáåæíûå ïîìåõè è íåòî÷íîñòè?

Ìîæíî êîïàòü è äàëüøå, ðàçáèðàòüñÿ â êîíñòðóêöèè ñàìîëåòà (ìàêñèìàëüíàÿ
ïðî÷íîñòü ïðè ìèíèìàëüíîì âåñå), âíèêàòü â òàèíñòâåííóþ ñèñòåìó îïðåäåëåíèÿ ñòî-
èìîñòè áèëåòîâ, è òàê äàëåå, è òîìó ïîäîáíîå. È íè÷åãî ýòîãî � òî åñòü àáñîëþòíî
íè÷åãî! -� íåëüçÿ áûëî áû ñäåëàòü áåç ìàòåìàòèêè. Ñàìîëåòû, öåíû, ëèíèè íà ïàëü-
öàõ � âñå ýòî áûëî îïèñàíî ñ ïîìîùüþ ïåðåìåííûõ, ôóíêöèé è óðàâíåíèé. À ïîòîì
áûëè íàéäåíû ýôôåêòèâíûå è òî÷íûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ. Ïîòîìó ÷òî ó êîìïüþòåðà
íåò ãëàç, è ïðè ýòîì îí äîëæåí óçíàòü ìîé îòïå÷àòîê ïàëüöà áûñòðî è òî÷íî. Öå-
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ëàÿ êîìàíäà ìàòåìàòèêîâ ìîãëà áû ðàáîòàòü âñþ æèçíü, çàíèìàÿñü èñêëþ÷èòåëüíî
ïðîáëåìàìè, ñâÿçàííûìè ñ àýðîïîðòîì Àòëàíòû.

ß áåðó ñâîé ïàñïîðò è óëûáàþñü ïîãðàíè÷íèêó:
- Êîíå÷íî, íóæíà.
Ðàçâèâàòü äèñêóññèþ áåñïîëåçíî. È ïîòîì, ïðè âñåé áåññìûñëåííîñòè âîïðîñà, ýòî

íå åãî âèíà, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñåáå ìàòåìàòèêó êàê áåñêîíå÷íûé ðÿä íèêîìó íå
íóæíûõ ýêçåðöèöèé ñ ÷èñëàìè è ôîðìóëàìè. È óæ êîíå÷íî íå îí îäèí òàêîé.

Íåäàâíî ÿ îáñóæäàëà ýòó ñèòóàöèþ íà çàíÿòèè ñî ñòóäåíòàìè-ìàòåìàòèêàìè. Âàñ
ñïðàøèâàþò: ãäå âû ó÷èòåñü? Âû îòâå÷àåòå: íà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå. Âàñ ñïðàøè-
âàþò: è çà÷åì ýòî íóæíî? Â àóäèòîðèè ñìóùåííûå ïîíèìàþùèå óëûáêè. Êàæäûé èç
íèõ íå ðàç ñëûøàë ýòîò âîïðîñ.

ß ñ÷èòàþ, ÷òî ìàòåìàòèêà äîëæíà áûòü ëèáî êðàñèâîé, ëèáî ïîëåçíîé. À ëó÷øå
� êàê ýòî ÷àñòî áûâàåò â íàñòîÿøåé íàóêå � è òî, è äðóãîå! Íàâåðíîå, áåç ñïåöè-
àëüíîé ïîäãîòîâêè, êðàñîòó ìàòåìàòèêè ïîíÿòü äîâîëüíî ñëîæíî. Íî ìíå êàæåòñÿ
óäèâèòåëüíûì, ÷òî â ýïîõó öèôðîâûõ òåõíîëîãèé øèðîêîé ïóáëèêå òàê ìàëî èçâåñò-
íî î íåâåðîÿòíîé ïîëåçíîñòè ìàòåìàòèêè. Ñêåïòèöèçì àìåðèêàíñêîãî ïîãðàíè÷íèêà
� ñêîðåå ïðàâèëî, ÷åì èñêëþ÷åíèå. Â ýòîé êíèæêå ìíå õîòåëîñü ïîíÿòíî è èíòåðåñíî
ðàññêàçàòü èìåííî î ïîëåçíîñòè ìàòåìàòèêè. Íó è ïðî êðàñîòó ðàññêàæåì òîæå. È
íàäååìñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü ñìîæåò åå óâèäåòü è îöåíèòü.

2.2 Àíäðåé

Â ìîåé ñåìüå ìíîãèå èìåëè îòíîøåíèå ê ìàòåìàòèêå. Ìàìà ñ ïàïîé, íàïðèìåð, ïî-
çíàêîìèëèñü â ÌÈÈÒå, ãäå ìàìà ó÷èëàñü íà ôàêóëüòåòå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, à
ïàïà - íà àâòîìàòèçàöèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ (òàê òîãäà íàçûâàëè ïðîãðàììèñòñêèå
ôàêóëüòåòû). Ïàïà â ñâîå âðåìÿ çàêàí÷èâàë çíàìåíèòóþ 2-þ øêîëó. À ìàìèí ïàïà,
ìîé äåäóøêà, ïåðåä ñàìîé âîéíîé îêîí÷èë ìåõìàò ÌÃÓ è ïîòîì âñþ æèçíü ðàáîòàë
íàä ðàñ÷åòàìè òðàåêòîðèé êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ (ñêàæåì, òåõ æå ïåðâûõ ëóíîõî-
äîâ) � ñïåðâà ó Êîðîëåâà â Ïîäëèïêàõ, ïîòîì ó Ëàâî÷êèíà â Õèìêàõ. Îí, ïîæàëóé,
è îêàçàë íàèáîëüøåå âëèÿíèå íà ìåíÿ. ß òîæå ó÷èëñÿ íà ìåõìàòå ÌÃÓ. Òàì îãðîì-
íîå âëèÿíèå íà ìîé âûáîð ìàòåìàòèêè â êà÷åñòâå ïðîôåññèè îêàçàë ìîé íàó÷íûé
ðóêîâîäèòåëü - Íèêîëàé Ãåðìàíîâè÷ Ìîùåâèòèí.

Äî ìåõìàòà ÿ ó÷èëñÿ â øêîëå ñ ôðàíöóçñêèì óêëîíîì è ëþáèë ìíîãèå ïðåäìåòû.
Ìåíÿ èíòåðåñîâàëè ÿçûêè � â òîì ÷èñëå ñ òî÷êè çðåíèÿ "ëèíãâèñòèêè". Â ñòàðøèõ
êëàññàõ ÿ èìåë âîçìîæíîñòü ñìåíèòü øêîëó íà øêîëó ñ ìàòåìàòè÷åñêèì óêëîíîì, íî
ÿ ñîçíàòåëüíî ïðåäïî÷åë îñòàòüñÿ è äîó÷èòü ôðàíöóçñêèé.

ß íå ñ÷èòàþ, ÷òî ìàòåìàòèêà - ýòî "åñòåñòâåííàÿ"íàóêà, êàê ôèçèêà, õèìèÿ èëè
áèîëîãèÿ. Ýòî íåêèé âèä èñêóññòâà. Çíàìåíèòûé ìàòåìàòèê Ýðäåø ãîâîðèë, ÷òî ó
Áîãà åñòü êíèãà, â êîòîðîé ñîäåðæàòñÿ èäåàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà,
"äîêàçàòåëüñòâà èç êíèãè". ß òîæå ñ÷èòàþ, ÷òî ìàòåìàòèêà îòêðûâàåò èñòèíû, ñî-
äåðæàùèåñÿ â èäåàëüíîì ìèðå, è òîëüêî ïîòîìó îíà è èìååò ïðèëîæåíèÿ, ÷òî âèäèò
�âûñøóþ ðåàëüíîñòü�, ïðîåêöèåé êîòîðîé ñëóæèò ýòîò ìèð. Èíûìè ñëîâàìè, íå ìàòå-
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ìàòèêó îïðàâäûâàþò åå ïðèëîæåíèÿ (îíà ïðåêðàñíà ñàìà ïî ñåáå), íî ñàìè ïðèëîæå-
íèÿ âîçíèêàþò çà ñ÷åò òîãî, ÷òî òàê ìèð óñòðîåí, è ìàòåìàòèêà êàê ðàç îá ýòîì, îá
óñòðîéñòâå ìèðà.

Ìîÿ íàóêà - êîìáèíàòîðèêà - çàìå÷àòåëüíà òåì, ÷òî î÷åíü ìíîãèå ôîðìóëèðîâêè
è äîêàçàííûå ñëîæíûå ðåçóëüòàòû ïîíÿòíû äàæå øêîëüíèêó, êîòîðûé èíòåðåñóåòñÿ
ìàòåìàòèêîé. Ïîýòîìó ðàññêàçûâàòü î íåé èñêëþ÷èòåëüíî êðóòî. Îäíàêî ýòà íàóêà
áîãàòà è çàäà÷àìè, êîòîðûå ïðè âñåé ïðîñòîòå ñâîèõ ïîñòàíîâîê ïîêà ñîâåðøåííî íå
ïîääàþòñÿ ðåøåíèþ. Â êíèãå ìû ðàññêàæåì î íåêîòîðûõ òàêèõ çàäà÷àõ, êîòîðûûå äî
ñèõ ïîð îñòàþòñÿ îòêðûòûìè, íåñìîòðÿ íà èõ àêòóàëüíîñòü.

2.3 Ëó÷øèé îòâåò íà âîïðîñ ¾çà÷åì íóæíà ìàòåìà-

òèêà?¿

Ïîæàëóé, ïðèç çà ëó÷øèé îòâåò íà âîïðîñ ¾çà÷åì íóæíà ìàòåìàòèêà¿ ìîæíî ñìå-
ëî îòäàòü âûäàþùåìóñÿ íåìåöêîìó ìàòåìàòèêó ïî èìåíè Ìàðòèí Ãðîòøåë (Martin
Gr�otschel). Íå ãàðàíòèðóåì òî÷íîñòè èçëîæåíèÿ, íî áàéêà, êîòîðóþ ðàññêàçûâàþò íà
êîíôåðåíöèÿõ, çâó÷èò òàê.

Êàêîå-òî âðåìÿ íàçàä íåìåöêîå ïðàâèòåëüñòâî ðåøèëî âûäåëèòü çíà÷èòåëüíûå
ñóììû öåëåâûì îáðàçîì íà ðàçâèòèå ñàìûõ ïåðåäîâûõ è íåîáõîäèìûõ îáëàñòåé íàóêè.
Íà çàñåäàíèå ãîñóäàðñòâåííîé êîìèññèè áûëè ïðèãëàøåíû ôèçèêè, õèìèêè, áèîëîãè
� ïðåäñòàâèòåëè âñåõ íàóê. Ãðîòøåë ïðåäñòàâëÿë ìàòåìàòèêó. Âñå îðàòîðû ñ îãðîì-
íûì ýíòóçèàçìîì ðàññêàçûâàëè î íåîáûêíîâåííûõ äîñòèæåíèÿõ ñâîåé íàóêè, è î òîì,
êàê áåç èõ íàóêè ìèðó è Ãåðìàíèè ïðèäåò êîíåö. Âñå îíè ùåäðî ïåðåáèðàëè îòïóùåí-
íîå âðåìÿ. Ãðîòøåë âûñòóïàë ïîñëåäíèì. Çàñåäàíèå óæå ñîâñåì ïîäõîäèëî ê êîíöó,
÷èíîâíèêè ñèäåëè îñîëîâåâøèå îò îáðóøåííîãî íà íèõ ïîòîêà èíôîðìàöèè. Ãðîòøåë
âûøåë íà òðèáóíó è ñêàçàë ïðèìåðíî ñëåäóþùåå:

- Óâàæàåìûå ãîñïîäà! ß íå áóäó óòîìëÿòü âàñ äëèííîé ðå÷üþ, ÿ ïðîñòî ïðèâåäó
ïðèìåð. Íåäàâíî ìû ïîëó÷èëè çàêàç îò áîëüøîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè, êîòîðàÿ õîòåëà
îðãàíèçîâàòü àâòîñåðâèñ äëÿ ñâîèõ êëèåíòîâ. Èäåÿ î÷åíü ïðîñòàÿ: åñëè ó êëèåíòà â
äîðîãå ñëîìàëàñü ìàøèíà, òî îí ìîæåò ïîçâîíèòü ïî òåëåôîíó, è àâàðèéíàÿ ñëóæáà
áûñòðî ïðèåäåò ê íåìó íà ïîìîùü. Âîïðîñ â òîì, êàê ïðàâèëüíî îðãàíèçîâàòü òàêîé
ñåðâèñ. Â ïðèíöèïå, çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü î÷åíü ïðîñòî. Íàïðèìåð, ìîæíî ê êàæäîìó
êëèåíòó ïðèñòàâèòü ëè÷íóþ àâàðèéíóþ ìàøèíó ñ ìåõàíèêîì. Òîãäà êëèåíò ïîëó÷èò
ïîìîùü íåìåäëåííî è â ëþáîé ìîìåíò! Íî ýòî î÷åíü äîðîãî! Äðóãîé âàðèàíò � ýòî âî-
îáùå íå ñâÿçûâàòüñÿ ñ àâàðèéíûì ñåðâèñîì. Êëèåíòû ìîãóò æäàòü äî áåñêîíå÷íîñòè,
çàòî ýòî íå áóäåò ñòîèòü íè öåíòà. Òàê âîò. Åñëè âàñ ýòè ðåøåíèÿ íå óñòðàèâàþò, òî ÿ
äîëæåí âàì ñîîáùèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äðóãèõ âàðèàíòîâ âàì íåîáõîäèìà ìàòåìàòèêà!
Ñïàñèáî çà âíèìàíèå.

Íóæíî ëè ãîâîðèòü, ÷òî ìàòåìàòèêà ïîëó÷èëà êîëîññàëüíûå ïðàâèòåëüñòâåííûå
ñóáñèäèè. Ðåçóëüòàòû ýòèõ èíâåñòèöèé âî âñåõ îáëàñòÿõ, îò òðàíñïîðòà äî ìåäèöèíû,
àáñîëþòíî ïîòðÿñàþùèå!
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Êñòàòè, ñðåäè ñòóäåíòîâ Íåëëè, ïðèç çà ëó÷øèé îòâåò ïîëó÷èëà Êëàðà, êîòîðàÿ
îòâåòèëà, ÷òî áåç ìàòåìàòèêè íåâîçìîæíî áûëî áû ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå ïîåçäîâ, è
ïîåçäà áû âñå âðåìÿ ñòàëêèâàëèñü äðóã ñ äðóãîì. Î ðàñïèñàíèÿõ ïîåçäîâ ìû ðàñ-
ñêàæåì ïîäðîáíåå â Ãëàâå 3. Íî ñíà÷àëà íåìíîæêî ïîãîâîðèì î òîì, ÷åì çàíèìà-
þòñÿ ïðîôåññèîíàëüíûå ìàòåìàòèêè, îò âûïóñêíèêîâ âóçà â êîìïàíèÿõ äî âåäóùèõ
ó÷åíûõ-òåîðåòèêîâ.

2.4 Ìàòåìàòèêà íà êàæäûé äåíü

Íà âûïóñêíèêîâ ñ äèïëîìàì ìàòåìàòèêà â Åâðîïå áîëüøîé ñïðîñ. Äàæå ñðåäíåíüêèå
ñòóäåíòû ëåãêî íàõîäÿò ðàáîòó. Ïðè÷åì, äàëåêî íå âñåãäà îíè ñòàíîâÿòñÿ ïðîãðàììè-
ñòàìè, äàæå åñëè èõ êîìïàíèÿ è ïðîèçâîäèò ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå. Îïòèìàëüíûé
êðàñèâûé êîä � ýòî çàäà÷à èíæåíåðîâ-ïðîãðàììèñòîâ. Çàäà÷à ìàòåìàòèêîâ � ïðèäó-
ìàòü ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ñôåðà äåÿòåëüíîñòè ìàòåìàòèêîâ î÷åíü øèðîêàÿ: ëîãèñòèêà, ïëàíèðîâàíèå, âûñî-
êîòåõíîëîãè÷íîå ïðîèçâîäñòâî, áèî-ìåäèöèíñêèå òåõíîëîãèè, ôèíàíñû.

Áûâøèé êîëëåãà Íåëëè çàùèòèë äèññåðòàöèþ ïî ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå, à ïîòîì
ïîøåë ðàáîòàòü â êîìïàíèþ. �Ìû óïðàâëÿåì àêòèâàìè ïåíñèîííûõ ôîíäîâ íà ðûíêå
öåííûõ áóìàã. Ìíîãèå äóìàþò, ÷òî ýòî çàíÿòèå òèïà êóïè-ïðîäàé. À ÿ òóò ñèæó,
öåëûìè äíÿìè ðåøàþ äèôôåðåíöèàëüíûå óðîâíåíèÿ. À ðåáÿòà, êîòîðûå òîðãóþò,
ñèäÿò òóò æå, â òðåõ ìåòðàõ îò ìåíÿ. Âîò ñåé÷àñ äîñ÷èòàþ, ñêàæó èì, ÷òî ïîêóïàòü.�

Ñðåäè ó÷åíûõ-ìàòåìàòèêîâ åñòü òàêèå, êòî íàïðÿìóþ ðàáîòàåò ñ ïðèëîæåíèÿìè.
Íàïðèìåð, Ìîð Õàðêîë-Áàëòåð (Mor Harchol-Balter) èç óíèâåðñèòåòà Êàðíåãè-

Ìåëëîí ãîâîðèò, ÷òî âñå åå èññëåäîâàíèÿ îñíîâàíû íà ïðèëîæåíèÿõ. Íàïðèìåð, â 2011
ãîäó îíà ñîòðóäíè÷àëà ñ Ôåéñáóê. Ïî îöåíêàì Ìîð, Ôåéñáóê çàäåéñòâîâàë ñâîè âêëþ-
÷åííûå ñåðâåðû íå áîëüøå ÷åì íàïîëîâèíó, à îñòàëüíîå âðåìÿ ñåðâåðû ïðîñòàèâàëè.
Âêëþ÷åííûé è íåçàäåéñòâîâàííûé ñåðâåð òðàòèò ïðèìåðíî 2/3 ýíåðãèè ðàáîòàþùåãî
ñåðâåðà. Íî êîìïàíèè áîÿòüñÿ âûêëþ÷àòü ñåðâåðà, ïîòîìó ÷òî ÷åì áîëüøå ñåðâåðîâ,
òåì áûñòðåå îíè ñïðàâëÿþòñÿ ñ çàïðîñàìè ïîëüçîâàòåëåé. Ïðè ýòîì íà âêëþ÷åíèå ñåð-
âåðà óéäåò 4-5 ìèíóò, à Ôåéñáóê õî÷åò âûïîëíÿòü çàïðîñ çà ïîëñåêóíäû! Îäíàêî, Ìîð
íå ñîìíåâàëàñü, ÷òî ñåðâåðû ìîæíî ñïîêîéíî îòêëþ÷àòü. Èç ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè
� òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ � ÿñíî ñëåäîâàëî, ÷òî åñëè ñåðâåðîâ ìíîãî (à ó
Ôåéñáóê èõ î÷åíü ìíîãî!), òî âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà âêëþ÷åíèå, íå îêàçûâàåò íèêàêî-
ãî âëèÿíèÿ. Ìîð è åå ó÷åíèêè ðàçðàáîòàëè ìåòîä, ïðè êîòîðîì ñåðâåðû âêëþ÷àëèñü
è âûêëþ÷àëèñü, áåç êàêîãî-ëèáî óùåðáà äëÿ ïîëüçîâàòåëåé. Ôåéñáóê ïîñëåäîâàë ðå-
êîììåíäàöèÿì, è êàê îíè ñàìè óòâåðæäàþò, ýòî ýêîíîìèò èì 10-15% ýíåðãèè.

Ïðîôåññîðà óíèâåðñèòåòà Òâåíòå Ðè÷àðä Áóøåðè (Richard Boucherie) è Ýðâèí
Õàíñ (Erwin Hans) è èõ ó÷åíèêè çàíèìàþòñÿ ëîãèñòèêîé çäðàâîîõðàíåíèÿ. Â ðå-
çóëüòàòå ýòèõ èññëåäîâàíèé â áîëüíèöàõ â Íèäåðëàíäàõ ïðîèçîøëè ñóùåñòâåííûå
èçìåíåíèÿ. Íàïðèìåð, áîëüíèöà â Ðîòòåðäàìå ðàíüøå äåðæàëà íàãîòîâå ñïåöèàëü-
íóþ îïåðàöèîííóþ äëÿ ýêñòðåííûõ îïåðàöèé. Áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè îïåðàöèîííàÿ
ïóñòîâàëà, äðàãîöåííîå âðåìÿ òðàòèëîñü âïóñòóþ. Íî ìåíåäæìåíò îïàñàëñÿ, ÷òî áåç

14



Ãëàâà 2. �Çà÷åì íóæíà ìàòåìàòèêà?�

ñïåöèàëüíîé îïåðàöèîííîé ýêñòðåííûì ïàöèåíòàì ïðèäåòñÿ æäàòü ñëèøêîì äîëãî.
Ïðè ýòîì æäàòü èì ïðèõîäèëîñü âñå ðàâíî, íàïðèìåð, åñëè âäðóã ïðèâîçèëè ñðàçó
äâóõ ýêñòðåííûõ ïàöèåíòîâ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ïîäñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ïðàâèëüíî
ñîñòàâëåííîì ðàñïèñàíèè ïëàíîâûõ îïåðàöèé (åùå îäíà íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à!) ìîæ-
íî áûñòðî ïðèíÿòü ïðàêòè÷åñêè âñåõ ýêñòðåííûõ ïàöèåíòîâ. Â ðåçóëüòàòå ýêñòðåííóþ
îïåðàöèîííóþ óïðàçäíèëè è îòäàëè ïîä ïëàíîâûå îïåðàöèè.

Ìíîãèå ìàòåìàòèêè ðàáîòàþò ñ ïðèëîæåíèÿìè, íî äàëåêî íå âñå òàê áëèçêî, êàê
â ïðèìåðàõ âûøå. Ðàçðàáîòêà íîâûõ òåîðèé âàæíà äëÿ ïðàêòèêè íå ìåíüøå, ÷åì
ðåøåíèå íåïîñðåäñòâåííûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Îá ýòîì ìû ïîãîâîðèì ïîäðîáíåå â
ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.

2.5 Íîâûå òåîðèè äëÿ ñîâðåìåííîé ïðàêòèêè

Â 2008 ãîäó ìåæäóíàðîäíîå ñòàòèñòè÷åñêîå ñîîáùåñòâî îòïðàçäíîâàëî ñòîëåòèå ñî
äíÿ ïîÿâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà. Ñòüþäåíò � ýòî ïñåâäîíèì î÷åíü òàëàíòëè-
âîãî ìàòåìàòèêà ïî èìåíè Âèëëüÿì Ñèëèàì Ãîññåò. Ãîññåò ðàáîòàë íà ïèâîâàðåííîì
çàâîäå Ãèíåññ â Äóáëèíå. Åãî èññëåäîâàíèÿ ïî ñòàòèñòèêå èìåëè ÷èñòî êîììåð÷åñêèå
öåëè, îíè ïðèìåíÿëèñü ïðè òåñòèðîâàíèè êà÷åñòâà ñûðüåâûõ ïðîäóêòîâ, èç êîòîðûõ
äåëàëè ïèâî. Ãîññåòó íå ðàçðåøàëîñü ïóáëèêîâàòü òðóäû ïî ñòàòèñòèêå ïîä ñîáñòâåí-
íûì èìåíåì, è ïîýòîìó îí ïóáëèêîâàëñÿ ïîä ïñåâäîíèìîì Ñòüþäåíò. Ãîññåò âûâåë
íîâîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, ðàñïðåäåëåíèå Ñüþäåíòà, è íà åãî îñíîâå ðàçðàáî-
òàë òåïåðü óæå êëàññè÷åñêóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ïðîöåäóðó, çíàìåíèòûé t-òåñò.

t - òåñò ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ, êîãäà íóæíî ñðàâíèòü ñëó÷àéíóþ âûáîðêó ñ êàêîé-òî
íîðìîé èëè äâå ñëó÷àéíûå âûáîðêè ìåæäó ñîáîé. Íàïðèìåð, âû âûïóñêàåòå øóðóïû
è õîòèòå ïðîâåðèòü, ñîîòâåòñòâóþò ëè îíè íîðìå ïî äëèíå. Èëè âû õîòèòå ñðàâíèòü
óðîæàéíîñòü ïðè äâóõ ðàçíûõ âèäàõ óäîáðåíèé. Òàêèå òåñòû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ
íà ïðàêòèêå, äëÿ íèõ ðàçðàáîòàíî ñòàíäàðòíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, t-òåñò íå
ïðîõîäÿò ðàçâå ÷òî íà ôèëôàêå.

Çà ñòî ëåò ñòàòèñòêà óøëà äàëåêî âïåðåä. Ñàðà âàí äåð Ãåð (Sara van der Geer),
ïðîôåññîð Øâåéöàðñêîé âûñøåé òåõíè÷åñêîé øêîëû Öþðèõà, ðàáîòàåò íàä òåñòàìè
ñ ìíîãîìåðíûìè äàííûìè. Çàäà÷à, òàêæå êàê è çàäà÷à Ãîññåòà, ïðèøëà èç ïðàêòè-
êè. Êîìïàíèÿ DSM â Øâåéöàðèè ïðîèçâîäèò âèòàìèíû è ïèùåâûå äîáàâêè. Âèòàìèí
B2 ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ áàöèëëû ñåííîé ïàëî÷êè. Êîìïàíèÿ õî÷åò óâåëè÷èòü
ïðîèçâîäñòâî âèòàìèíà ñ ïîìîùüþ ãåííîé èíæåíåðèè. Èìåþòñÿ èçìåðåíèÿ ïðîèçâî-
äèòåëüíîñòè 115 áàêòåðèé, ãåííûé ñîñòàâ êîòîðûõ âêëþ÷àåò 4088 âîçìîæíûõ ãåíîâ.
Ñïðàøèâàåòñÿ, êàêèå ãåíû ñïîñîáñòâóþò óâåëè÷åíèþ ïðîèçâîäñòâà âèòàìèíà B2.

Ýòî î÷åíü ñëîæíàÿ çàäà÷à, ïîòîìó ÷òî äàííûõ ìàëî, à ïàðàìåòðîâ ìíîãî, ïðè÷åì
âñå ïàðàìåòðû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Ñóùåñòâóþùèå òåîðèè íå ãîäÿòñÿ äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ, è ïîýòîìó Ñàðà è åå ñîòðóäíèêè ðàáîòàþò íàä ñîçäàíèåì íîâûõ òåîðèé. Ýòî
î÷åíü ñëîæíàÿ ìàòåìàòèêà, äîñòóïíàÿ òîëüêî ñïåöèàëèñòàì. Íî òî æå ñàìîå ñòî ëåò
íàçàä ìîæíî áûëî ñêàçàòü è î ðàáîòå Ãîññåòà! È ìû ñîâåðøåííî íå óäèâèìñÿ, åñëè
ñòàòèñòè÷åñêèå ïðîöåäóðû, ðàçðàáîòàííûå Ñàðîé, ÷åðåç ïàðó äåñÿòêîâ ëåò çàéìóò
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Ãëàâà 2. �Çà÷åì íóæíà ìàòåìàòèêà?�

ñâîå ìåñòî â óíèâåðñèòåòñêèõ ó÷åáíèêàõ ïî ñòàòèñòèêå, è çàäà÷êà ïðî ñåííóþ ïàëî÷-
êó áóäåò ïðåäëîæåíà ñòóäåíòàì-áèîëîãàì íà ýêçàìåíå. Êîãäà ìû ïîäåëèëèñü ýòèìè
ìûñëÿìè ñ Ñàðîé, îíà îòâåòèëà ñîâåðøåííî ñåðüåçíî: �Êîíå÷íî, î÷åíü ñêîðî ýòî áóäåò
ñòàíäàðòíàÿ ñòàòèñòèêà�.

Ñîâðåìåííàÿ ðåàëüíîñòü ñòàíîâèòñÿ âñå ñëîæíåå, è ñóùåñòâóþùåãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àïïàðàòà ÷àñòî íå õâàòàåò. Ýòî, áåçóñëîâíî, ìîùíûé èñòî÷íèê äëÿ íîâûõ çàäà÷
è òåîðèé.

2.6 Ìàòåìàòèêà íåèçâåñòíîãî áóäóùåãî

Íå âñå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è ïðèõîäÿò èç ïðàêòèêè. Òàê è äîëæíî áûòü, ïîòîìó
÷òî ìû íå ìîæåì ñ óâåðåííîñòüþ ïðåäñêàçàòü ðàçâèòèå îáùåñòâà è òåõíîëîãèé äàæå
íà áëèæàéøåå áóäóùåå. Ýòî íå ïî ñèëàì äàæå ñàìûì èíôîðìèðîâàííûì ëþäÿì ñ ñà-
ìîé íåîáûêíîâåííîé ôàíòàçèåé. Íàïðèìåð, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïèñàòåëè-ôàíòàñòû
ïðàêòè÷åñêè íè÷åãî íå ñóìåëè ïðåäñêàçàòü. Â îñíîâíîì îíè îïèñûâàëè òåõíîëîãèè
ñâîåãî âðåìåíè, ïðèóêðàøåííûå ôàíòàñòè÷åñêèìè äåòàëÿìè.

Íèêòî íå ñìîã ïðåäñêàçàòü ïîÿâëåíèå Èíòåðíåòà. Íàîáîðîò, Íîáåëåâñêèé ëàóðåàò
Äåííèñ Ãàáîð, èçîáðåòàòåëü ãîëîãðàôèè, â 1962 ãîäó ñêàçàë, ÷òî ïåðåäà÷à äîêóìåí-
òîâ ïî òåëåôîíó, õîòü è âîçìîæíà â ïðèíöèïå, íî òðåáóåò òàêèõ îãðîìíûõ ðàñõîäîâ,
÷òî ýòà èäåÿ íèêîãäà íå íàéäåò ïðèìåíåíèÿ íà ïðàêòèêå. Ïðè ýòîì ïåðâûé óñïåø-
íûé ìîäåì ïîÿâèëñÿ â òîì æå ñàìîì ãîäó! À Êåí Îëñåí, îäèí èç ñîçäàòåëåé Digital
Equipment Corporation (DEC), â 1977 ãîäó çàÿâèë, ÷òî íåò òàêîãî ÷åëîâåêà, êîòîðî-
ìó ìîæåò äîìà ïîíàäîáèòüñÿ êîìïüþòåð. ×åðåç ñêîëüêî ëåò ïîñëå ýòîãî êîìïüþòåð
ïîÿâèëñÿ â âàøåì äîìå?

Ìû íå çíàåì, êàêàÿ àáñòðàêòíàÿ òåîðèÿ çàâòðà ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ íà ïðàêòèêå.
Ïîòðÿñàþùèé ïðèìåð � òåîðèÿ ÷èñåë, îáëàñòü ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ èçó÷àåò ÷èñëà è
èõ çàêîíîìåðíîñòè. Òåîðèÿ ÷èñåë îñòàâàëàñü àáñòðàêòíîé íàóêîé ñî âðåìåí äðåâíåé
Ãðåöèè äî âòîðîé ïîëîâèíû äâàäöàòîãî âåêà. Ñåãîäíÿ ýòà òåîðèÿ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ øèôðîâàíèÿ ñîîáùåíèé, êîòîðûå ïåðåäàþòñÿ ÷åðåç Èíòåðíåò. Èìåííî áëàãîäàðÿ
òåîðèè ÷èñåë âàøè ïàðîëè è íîìåðà êðåäèòíûõ êàðòî÷åê îñòàþòñÿ êîíôèäåíöèàëü-
íûìè, êîãäà âû ââîäèòå èõ íà ìíîãî÷èñëåííûõ âåá-ñàéòàõ. Ìû ðàññêàæåì îá ýòîì
ïîäðîáíåå â Ãëàâå 7.

Íàêîíåö, íàì òðóäíî óäåðæàòüñÿ îò åùå îäíîãî âàðèàíòà îòâåòà íà âîïðîñ, çà-
÷åì íóæíû íîâûå ñëîæíûå òåîðèè. Îíè íóæíû ïðîñòî ðàäè êðàñîòû ýòèõ òåîðèé!
Êðàñèâàÿ ìàòåìàòèêà èìååò ïîëíîå ïðàâî íà ñóùåñòâîâàíèå. Â íàó÷íîì ìèðå äîëæíî
îñòàâàòüñÿ ÷òî-òî îò Êàñòàëèè Ãåññå, ãäå ó÷åíûì ðàçðåøåíî çàíèìàòüñÿ ÷åì óãîäíî,
ãäå öåëüþ æèçíè ìîæåò ñòàòü èãðà â áèñåð � ¾ñàìàÿ áëèñòàòåëüíàÿ è ñàìàÿ áåñïîëåç-
íàÿ¿. Ïî÷åìó? Ïîòîìó ÷òî íåëüçÿ ïîñòàâèòü íàóêó ïîëíîñòüþ íà ñëóæáó ìàòåðèàëü-
íûì íóæäàì îáùåñòâà. Íàóêà íåñåò ôóíêöèþ ïðîñâåòèòåëüñòâà. Ýòî åäèíñòâåííàÿ
ñôåðà äåÿòåëüíîñòè, â êîòîðîé ÷åëîâåê ìîæåò ðàáîòàòü, äâèæèìûé ÷èñòûì íåïðàê-
òè÷åñêèì ëþáîïûòñòâîì. Ãðóáî ãîâîðÿ, íàóêà äåëàåò ìèð óìíåå, è ýòî íåîáõîäèìî
÷åëîâå÷åñòâó òàê æå, êàê èñêóññòâî, êîòîðîå äåëàåò ìèð äóõîâíåå.
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Ãëàâà 3

Ìåíåäæìåíò è ìíîãîãðàííèêè

3.1 Êîìïüþòåðíûå áóäíè ëîãèñòèêè

Íà ñïåöèàëüíîñòè �Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà� â îñíîâíîì îáó÷àþò ìàòåìàòèêå. Äî-
ëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ íå òàê óæ âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ áåñêîíå÷íûì ìàòàíàëèçîì,
àëãåáðîé è ìàòôèçèêîé. Ïðè ýòîì âûïóñêíèêè ÷àñòî ñòàíîâÿòñÿ ïðîãðàììèñòàìè.

� Èíòåðåñíî, íàñêîëüêî òåáå íóæíà âñÿ ýòà ìàòåìàòèêà? � ñïðîñèëà Íåëëè ó äðóãà
è áûâøåãî îäíîêóðñíèêà, êîòîðûé ðàáîòàåò ñèñòåìíûì àäìèíèñòðàòîðîì â ìåæäóíà-
ðîäíîé êîìïàíèè. Òîò íå çàäóìàëñÿ íè íà ñåêóíäó:

� Êîíå÷íî, íóæíà. Âîò íåäàâíî êëèåíòû çàêàçàëè ïðîãðàììó, ÷òîáû ðàñïðåäåëÿòü
òîâàðû ïî âàãîíàì. Ìû ñðàçó ïîíÿëè, ÷òî òàêóþ çàäà÷ó êàæäûé äåíü ðåøàþò âñå
ïîñòàâùèêè âñåõ òîâàðîâ. Çíà÷èò, çàäà÷à èçâåñòíàÿ. ×åðåç ïîë÷àñà ìû óæå çíàëè, ÷òî
ýòî �çàäà÷à îá óïàêîâêå� è ìîãëè ïðåäëîæèòü íåñîëüêî ðåøåíèé. Êñòàòè, ïðèøëîñü
îáúÿñíÿòü êëèåíòàì, ÷òî çàäà÷à NP-òðóäíàÿ, òî åñòü ìû íå ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü
ñàìîå ëó÷øåå èç âñåõ âîçìîæíûõ ðåøåíèé. È îíè ñîãëàñèëèñü. À ÷òî èì îñòàâàëîñü?

Âñÿ ñîâðåìåííàÿ ëîãèñòèêà îñíîâàíà íà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäàõ. Ãäå ðàñïîëî-
æèòü ñêëàäû è ñåðâèñíûå ïóíêòû? Êàê ðàñïðåäåëèòü òîâàðû ïî âàãîíàì è ãðóçîâè-
êàì è êàêèìè ìàðøðóòàìè âñå ýòî îòïðàâèòü? Ñêîëüêî òîâàðà äåðæàòü íà ñêëàäå è
íàñêîëüêî ÷àñòî åãî ïîïîëíÿòü? Êàê ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå ïîåçäîâ, ñàìîëåòîâ, áîëü-
øîãî ïðîèçâîäñòâà, è äàæå ñïîðòèâíûõ ñîðåâíîâàíèé?

Ýòèìè âîïðîñàìè çàíèìàåòñÿ îáëàñòü ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ íàçûâàåò-
ñÿ èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. Ïî áîëüøîìó ñ÷åòó, ýòî íàóêà î òîì, êàê îïòèìàëüíî îãðà-
íèçîâàòü ïðîöåññû áèçíåñà è ïðîèçâîäñòâà. Ñþäà, áåçóñëîâíî, îòíîñèòñÿ ëîãèñòèêà,
íî è ìíîãèå äðóãèå çàäà÷è, íàïðèìåð, èç îáëàñòè ôèíàíñîâ èëè òåëåêîììóíèêàöèé.

Èññëåäîâàíèå îïåðàöèé íà÷àëî ðàçâèâàòüñÿ îòíîñèòåëüíî íåäàâíî, ïîñëå âòîðîé
ìèðîâîé âîéíû. È äàëåêî íå ñðàçó íàó÷íûå ðåçóëüòàòû íàøëè ñâîé ïóòü ê ïðèìåíå-
íèþ íà ïðàêòèêå. Â 2002 ãîäó, â ñïåöèàëüíîì þáèëåéíîì âûïóñêå â ÷åñòü 50-ëåòèÿ
æóðíàëà �Èññëåäîâàíèå Îïåðàöèé� (Operations Research), ×àðëüç Õîëò (Charles C.
Holt) äåëèòñÿ ñâîèìè âîñïîìèíàíèÿìè î òîì, êàê îí è åãî êîëëåãè Ôðàíêî Ìîäè-
ëüÿíè (Franco Modigliani), Äæîí Ìóô (John F. Muth), è Ãåðáåðò Ñèìîí (Herbert A.
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Simon), ðàçðàáàòûâàëè è âíåäðÿëè íàó÷íûå ìåòîäû ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà [18]:

�Ìû âçÿëè èíòåðâüþ ó ìåíåäæåðîâ 15 êîìïàíèé. Ïîíà÷àëó ìåíåäæåðû
îòðèöàëè íàëè÷èå êàêèõ-ëèáî ïðîáëåì. Ïî êðàéíåé ìåðå, òàêèõ ïðîáëåì,
ñ êîòîðûìè êîëëåãè-ïðîôåññîðà ìîãëè õîòü êàê-òî ïîìî÷ü. Íî êîãäà ìû
ðàññïðàøèâàëè áîëåå ïîäðîáíî, òî âîçíèêàëè êàðòèíû, íàïîìèíàþùèå òå-
ëåãó íà ðàçâàëèâàþùèõñÿ êîëåñàõ: ñèñòåìû, êîòîðûå êàòÿòñÿ áåç âñÿêîãî
êîíòðîëÿ, îò îäíîãî êðèçèñà ê äðóãîìó.�

Â ïðîöåññå ðàáîòû, âñå ìåíåäæåðû ïîñòåïåííî ïåðåêëþ÷èëèñü íà ñèñòåìó �êîëëåã-
ïðîôåññîðîâ�. Êîìàíäà íàïèñàëà êíèãó �Ïëàíèðîâàíèå ïðîèçâîäñòâà, èíâåíòàðÿ, è
òðóäîâûõ ðåñóðñîâ�. Ìîäèëüÿíè è Ñèìîí ïîëó÷èëè Íîáåëåâñêèå ïðåìèè ïî ýêîíîìèêå,
à ðàáîòû Ìóôà ëåãëè â îñíîâó èññëåäîâàíèé Ðîáåðòà Ëþêàñà (Robert Lucas), êîòîðûé
â ïîñëåäñòâèè òîæå ïîëó÷èë Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé ãëóáîêî âíåäðèëèñü â ñîâðåìåííûé áèçíåñ. Íèêî-
ìó íå ïðèäåò â ãîëîâó ïëàíèðîâàòü áîëüøîå ïðîèçâîäñòâî èëè ñîñòàâëÿòü ðàñïèñà-
íèå ñàìîëåòîâ âðó÷íóþ. Äëÿ ýòîãî åñòü ïîäãîòîâëåííûå ñïåöèàëèñòû, è ñòàíäàðòíîå
êîììåð÷åñêîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå. Äàæå ñàìûé ýëåìåíòàðíûé ïîäõîä â ðàìêàõ
èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé âñåãäà ïðåâçîéäåò ëþáîå ðåøåíèå �íà ãëàçîê�. Èññëåäîâàíèå
îïåðàöèé ïðåïîäàþò íå òîëüêî íà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå, íî è â áèçíåñ-øêîëàõ.

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññêàæåì î çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè, êîòîðûå âîçíèêàþò, â ÷àñòíî-
ñòè, ïðè ïëàíèðîâàíèè è ñîñòàâëåíèè ðàñïèñàíèé.

3.2 Ïðîêëÿòèå ðàçìåðíîñòè

Ñëîæíîñòü çàäà÷ îïòèìèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âîçìîæíûõ ðåøåíèé íåâîîá-
ðàçèìî ìíîãî. ×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ìàñøòàá ïðîáëåìû, äàâàéòå ïîñìîòðèì íà
ñàìûé ïðîñòîé âàðèàíò ðàñïèñàíèÿ.

Ó íàñ åñòü îäèí ïðèáîð, íà êîòîðîì íóæíî âûïîëíèòü 25 çàäàíèé. Ñïðàøèâàåòñÿ: â
êàêîì ïîðÿäêå âûãîäíåå âñåãî âûïîëíÿòü çàäàíèÿ? �Âûãîäà� ìîæåò çàâèñèòü îò ñðîêà
âûïîëíåíèÿ, âðåìåíè â î÷åðåäè, è òàê äàëåå.

Çàäà÷à íåïðîñòàÿ, î íåé íàïèñàíà íå îäíà äèññåðòàöèÿ. Íî äîïóñòèì, ìû ðåøèëè
ïîñòóïèòü ñàìûì ïðîñòåéøèì îáðàçîì. Áåðåì ñàìûé ìîùíûé êîìïüþòåð, è ïèøåì
ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ñ÷èòàåò ïðèáûëü è óáûòêè äëÿ êàæäîé âîçìîæíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè çàäàíèé. Ïîñëå ýòîãî âûáèðàåì ñàìóþ âûãîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåîðåòè÷åñêè, âñå ïðàâèëüíî. Íî ïðåæäå, ÷åì çàïóñòèòü íàøó ïðîãðàììó, äàâàéòå
ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêî ðàçíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé åé ïðèäåòñÿ ïåðåáðàòü.

Íà ïåðâîå ìåñòî ìîæíî ïîñòàâèòü ëþáîå èç 25 çàäàíèé. Äëÿ êàæäîãî èç 25 âàðè-
àíòîâ äëÿ ïåðâîãî ìåñòà, ó íàñ åñòü 24 âàðèàíòà äëÿ âòîðîãî ìåñòà. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
ïåðâûå äâà ìåñòà ìîæíî çàïîëíèòü

25× 24 = 600
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ñïîñîáàìè. Ïðîäëæàåì äàëüøå: 23 âàðèàíòà äëÿ òðåòüåãî ìåñòà, 22 äëÿ ÷åòâåðòîãî, è
òàê äàëåå. Âñåãî ó íàñ ñïîñîáîâ ïîëó÷àåòñÿ

25× 24× 23× 22× 21× 20× 19× 18××17× 16× 15× 14×
× 13× 12× 11× 10× 9× 8× 7× 6× 5× 4× 3× 2× 1 =

= 15 511 210 043 330 985 984 000 000.

Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ äâàäöàòü ïÿòü ôàêòîðèàë è îáîçíà÷àåòñÿ �25!� Íàñêîëüêî
âåëèêî ýòî ÷èñëî? Åñëè âçÿòü ñîâðåìåííûé ïðîöåññîð ñ òàêòîâîé ÷àñòîòîé â 2ÃÃö (2
ìèëëèàðäà îïåðàöèé â ñåêóíäó), òî ÷òîáû âûïîëíèòü òàêîå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, åìó
ïîíàäîáèòñÿ 245 ìèëëèîíîâ ëåò! À íà òî, ÷òîáû ïðîñ÷èòàòü âñå âàðèàíòû, ñ ïðèáûëüþ
è óáûòêàìè, äà åùå è ïåðåìåùàòü èíôîðìàöèþ â ïàìÿòè êîìïüþòåðà, óéäåò ãîðàçäî
áîëüøå âðåìåíè. À âåäü çàäà÷êà áûëà ñîâñåì ïðîñòàÿ, âñåãî îäèí ïðèáîð, âñåãî 25
çàäàíèé. Íå ñðàâíèòü ñ ñåðüåçíûì ñîâðåìåííûì ïðîèçâîäñòâîì.

Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ïðîêëÿòèåì ðàçìåðíîñòè. Äàæå ïðè ñêðîìíîì êîëè÷å-
ñòâå ââîäíûõ äàííûõ, ñòåïåíü ñâîáîäû â âûáîðå ðåøåíèÿ êîëîññàëüíà. Ïåðåáðàòü âñå
âàðèàíòû ïðîñòî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, íóæíû äðóãèå ïîäõîäû, áîëåå óìíûå è íåòðè-
âèàëüíûå, è èìåííî äëÿ ýòîãî íàì íóæíà ìàòåìàòèêà.

Äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ óäàåòñÿ íàéòè ãàðàíòèðîâàííî ëó÷øèé îòâåò îòíîñèòåëü-
íî áûñòðî. Íî åñòü è öåëûé ðàçðÿä òàê íàçûâàåìûõ NP-òðóäíûõ çàäà÷, êàê çàäà÷à
îá óïàêîâêå, î êîòîðîé ìû óïîìèíàëè âûøå. Ãðóáî ãîâîðÿ, äëÿ òàêèõ çàäà÷ ìû íå
ìîæåì ïðèäóìàòü ìåòîäà, êîòîðûé áû ðàáîòàë ñèëüíî áûñòðåå, ÷åì òðèâèàëüíûé
ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ âàðèàíòîâ. Ñìîæåì ëè êîãäà-íèáóäü? Ýòî îòêðûòûé âîïðîñ, íî
áîëüøèíñòâî ó÷åíûõ ñ÷èòàþò, ÷òî íåò, íå ñìîæåì, ïîòîìó ÷òî òàêèõ ìåòîäîâ ïðîñòî
íå ñóùåñòâóåò. Ìíîãèå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è NP-òðóäíûå. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòåìàòèêè
ñòðåìÿòñÿ ê áûñòðûì è �ïî÷òè� îïòèìàëüíûì ðåøåíèÿì. À íà ïðàêòèêå ïðèõîäèòñÿ
ñìèðèòüñÿ ñ òåì, ÷òî îòâåò äîñòàòî÷íî õîðîøèé, íî íå âñåãäà ñàìûé âûãîäíûé èç âñåõ
âîçìîæíûõ.

Ðàçíûõ ìåòîäèê äëÿ ðàçíûõ çàäà÷ ïðèäóìàíî î÷åíü ìíîãî. Ìû ðàññêàæåì î ëè-
íåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè. Ýòî ìîùíàÿ è óæå ñòàâøàÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèÿ, êîòîðàÿ
íåâåðîÿòíî óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå.

3.3 Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Ìû îáúÿñíèì, êàê âîçíèêàþò çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íà åùå îäíîì
ïðîñòîì ïðèìåðå.

Äîïóñòèì, ó íàñ åñòü äâà ñêëàäà � íà Ñåâåðíîì è Þæíîì êîíöå ãîðîäà. Â îôèñ
ïîñòóïèëè çàêàçû îò äâóõ êëèåíòîâ. Êëèåíò À çàêàçàë 60 ëèñòîâ æåëåçà, à êëèåíò
Á çàêàçàë 40 ëèñòîâ. Íà Þæíîì ñêëàäå ó íàñ åñòü 70 ëèñòîâ æåëåçà, à íà Ñåâåð-
íîì 35, òî åñòü îáùåãî çàïàñà õâàòàåò. Ìû õîòèì, ÷òîáû ðàñõîäû íà äîñòàâêó áûëè
ìèíèìàëüíûå. Öåíû äîñòàâêè ïðèâåäåíû â òàáëèöå íèæå:
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Þæíûé ñêëàä Ñåâåðíûé ñêëàä
Öåíà äîñòàâêè êëèåíòó À 5 ðóá. çà ëèñò 7 ðóá. çà ëèñò
Öåíà äîñòàâêè êëèåíòó Á 10 ðóá. çà ëèñò 15 ðóá. çà ëèñò

Êîëè÷åñòâî ëèñòîâ æåëåçà â íàëè÷èå 70 35

Ñïðàøèâàåòñÿ: ñêîëüêî ëèñòîâ îòïðàâèòü êëèåíòàì À è Á ñ Þæíîãî ñêëàäà, à
ñêîëüêî - ñ Ñåâåðíîãî?

Âñå áûëî áû ïðîñòî, åñëè áû ìû ìîãëè äîñòàâèòü âåñü òîâàð ñ �äåøåâîãî� Þæ-
íîãî ñêëàäà. Íî, ê ñîæàëåíèþ, òàì âñåãî 70 ëèñòîâ, íà îáîèõ êëèåíòîâ íå õâàòèò. È
ïîñêîëüêó Ñåâåðíûé ñêëàä ñèëüíî äîðîæå, òî ðåøåíèå íåî÷åâèäíî.

Êàê ðåøèòü òàêóþ çàäà÷ó? Â òàêîì ïðîñòîì ïðèìåðå ìîæíî ðåøèòü è ïåðåáîðîì
âñåõ âàðèàíòîâ. Íî åñëè êëèåíòîâ è ñêëàäîâ ñòàíåò áîëüøå, òî ðåøèòü çàäà÷ó âðó÷íóþ
íå óäàñòñÿ. Ïîýòîìó äàâàéòå ïîñìîòðèì, êàê ðåøèòü çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòèêè.
Äëÿ íà÷àëà, êàê ó÷èëè â ñðåäíåé øêîëå, ââåäåì ïåðåìåííûå.

Êëèåíòó À ñ Þæíîãî ñêëàäà äîñòàâëåíî ÀÞ ëèñòîâ æåëåçà. Òîãäà ñ Ñåâåðíîãî
ñêëàäà êëèåíòó À äîñòàâëåíî (60−ÀÞ) ëèñòîâ. Àíàëîãè÷íî, Êëèåíòó Á ñ Þæíîãî
ñêëàäà äîñòàâëåíî ÁÞ ëèñòîâ æåëåçà, à ñ Ñåâåðíîãî ñêëàäà êëèåíòó Á äîñòàâëåíî
(40−ÁÞ) ëèñòîâ. Òåïåðü ïî òàáëè÷êå ìîæíî ïîñ÷èòàòü îáùóþ ñòîèìîñòü äîñòàâêè:

5× ÀÞ+ 7× (60− ÀÞ) + 10× ÁÞ+ 15× (40− ÁÞ) (ðóáëåé).

Åñëè ðàñêðûòü ñêîáêè, òî ïîëó÷àåòñÿ:

îáùàÿ ñòîèìîñòü äîñòàâêè = 1020− 2× ÀÞ− 5× ÁÞ (ðóáëåé). (3.1)

Íàì íóæíî âûáðàòü ÀÞ è ÁÞ òàê, ÷òîáû ýòà ñòîèìîñòü áûëà êàê ìîæíî ìåíüøå.
Íî ýòî åùå íå âñå. ÀÞ è ÁÞ íåëüçÿ âûáðàòü ïðîñòî òàê. Â íàøåé çàäà÷å åñòü

ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ìû íå áóäåì îòïðàâëÿòü êëèåíòàì áîëüøå
ëèñòîâ, ÷åì îíè ïðîñèëè. Êëèåíò À çàêàçàë 60 ëèñòîâ, à êëèåíò Á çàêàçàë 40 ëèñòîâ.
Ïîýòîìó â ëþáîì ñëó÷àå

ÀÞ ≤ 60, (3.2)

ÁÞ ≤ 40. (3.3)

Âî-âòîðûõ, íóæíî ó÷åñòü, ÷òî çàïàñ íà êàæäîì ñêëàäå îãðàíè÷åíûé. Ñ Þæíîãî ñêà-
ëàäà ìû îòïðàâëÿåì ÀÞ+ÁÞ ëèñòîâ, à âñåãî íà ýòîì ñêëàäå 70 ëèñòîâ. Ïîýòîìó

ÀÞ+ ÁÞ ≤ 70. (3.4)

Àíàëîãè÷íî, ñ Ñåâåðíîãî ñêëàäà ìû íå ìîæåì îòïðàâèòü áîëüøå 35 ëèñòîâ:

(40− ÀÞ) + (60− ÁÞ) ≤ 35.

Ðàñêðûâ ñêîáêè â ýòîì âûðàæåíèè, ïîëó÷àåì

ÀÞ+ ÁÞ ≥ 65. (3.5)
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Ýòî îãðàíè÷åíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü åùå è òàê: ïîñêîëüêó íà Ñåâåðíîì ñêàëàäå
âñåãî 35 ëèñòîâ, à íàì íóæíî äîñòàâèòü âñåãî 100 ëèñòîâ, òî êàê ìèíèìóì 65 ëèñòîâ
äîëæíû áûòü äîñòàâëåíû ñ Þæíîãî ñêëàäà.

Âîò òåïåðü âñå! Ýòî è åñòü çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàì íóæíî ìèíè-
ìèçèðîâàòü ñòîèìîñòü, êîòîðàÿ çàäàíà âûðàæåíèåì (3.1), è ïðè ýòîì ñîáëþñòè îãðà-
íè÷åíèÿ (3.2)�(3.5). Âíèçó â ñåðîé ðàìêå ìû ïðèâîäèì íàøó çàäà÷ó â îêîí÷àòåëüíîì
âàðèàíòå.

Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Âûáðàòü ÀÞ è ÁÞ òàê, ÷òîáû

ìèíèìèçèðîâàòü: 1020− 2× ÀÞ− 5× ÁÞ,

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:

0 ≤ ÀÞ ≤ 60,

0 ≤ ÁÞ ≤ 40,

ÀÞ+ ÁÞ ≤ 70,

ÀÞ+ ÁÞ ≥ 65.

Ìû äîáàâèëè, ÷òî ÀÞ è ÁÞ ëèáî íîëü, ëèáî áîëüøå íóëÿ, ïîòîìó ÷òî íåâîç-
ìîæíî äîñòàâèòü êëèåíòó îòðèöàòåëüíîå êîëè÷åñòâî ëèñòîâ æåëåçà.

Ïðîãðàììèðîâàíèå â äàííîì êîíòåêñòå îçíà÷àåò íå ïðîãðàììèðîâàíèå íà êîìïüþ-
òåðå, à ñêîðåå �îïòèìèçàöèÿ�. Ñëîâî ëèíåéíîå óïîòðåáëÿåòñÿ ïîòîìó, ÷òî ìû ïîëüçó-
åìñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ëèíåéíûìè âûðàæåíèÿìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåííûå ìîæíî
óìíîæàòü íà ÷èñëî, à òàêæå âû÷èòàòü è ñêëàäûâàòü. È âñå. Íèêàêèå äðóãèå îïåðà-
öèè íå èñïîëüçóþòñÿ. Íàïðèìåð, ó íàñ íåò âûðàæåíèé òèïà ÀÞ × ÁÞ èëè ÀÞ2.
Îêàçûâàåòñÿ, â òàêîé ëèíåéíîé ôîðìóëèðîâêå ìîæíî ïðåäñòàâèòü î÷åíü ìíîãèå çà-
äà÷è îïòèìèçàöèè.

Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé íàìíîãî áîëüøå. Ïðè ýòîì
âñåãäà åñòü òîëüêî îäíî âûðàæåíèå, òàê íàçûâàåìàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ íóæíî
ëèáî ìèèíìèçèðîâàòü (åñëè ðå÷ü èäåò î ñòîèìîñòè), ëèáî ìàêñèìèçèðîâàòü (åñëè ðå÷ü
èäåò î äîõîäå). Â äàííîì ñëó÷àå íàøà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ýòî ñòîèìîñòü (3.1), è åå íóæíî
ìèíèìèçèðîâàòü.

3.4 Òåîðèÿ äëÿ ïðàêòèêè

Ïèîíåð è îñíîâàòåëü òåîðèè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ � ñîâåòñêèé ó÷åíûé Ëåîíèä
Âèòàëüåâè÷ Êàíòîðîâè÷. Íàä ïîäîáíûìè ïðîáëåìàìè îí ðàáîòàë â êîíöå 1930-õ ãî-
äîâ. Â 1940 ãîäó âûøëà åãî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñòàòüÿ Îá îäíîì ýôôåêòèâíîì ìåòîäå
ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ýêñòðåìàëüíûõ ïðîáëåì [5]. Â ýòîé ðàáîòå Êàíòîðîâè÷
çàëîæèë ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (êîòîðîå òîãäà åùå
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òàê íå íàçûâàëîñü).
Êàíòîðîâè÷ èíòåðåñîâàëñÿ ýòèìè ïðîáëåìàìè ïðåæäå âñåãî èç-çà èõ öåííîñòè äëÿ

ïðàêòèêè. Â 1975 ãîäó îí ïîëó÷èë Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ �çà âêëàä â òåîðèþ îïòèìàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ�. Ïðåìèþ îí ðàçäåëèë ñ àìåðèêàíñêèì ýêîíîìèñòîì-
ìàòåìàòèêîì ãîëëàíäñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ Òüÿëëèíãîì Êóïìàíñîì (Tjalling Koopmans).
Êóïìàíñ òîæå çàíèìàëñÿ ðàçðàáîòêîé òåîðèè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è åå ïðè-
ëîæåíèÿìè â ýêîíîìèêå.

Îäíà èç êëàññè÷åñêèõ è çíàìåíèòûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ � ýòî çà-
äà÷à î äèåòå Ñòèãëåðà (G.J. Stigler), êîòîðàÿ äàòèðóåòñÿ 1945 ãîäîì. Ôîðìóëèðîâêà
ýòîé çàäà÷è çâó÷èò ïðèìåðíî òàê: êàêèå èç 77 ïðîäóêòîâ äîëæíû âõîäèòü â ïîòðåáè-
òåëüñêóþ êîðçèíó îäíîãî ÷åëîâåêà (ñêàæåì, ìóæ÷èíû ñðåäíåãî âåñà), ÷òîáû îí ïîëó-
÷èë íåîáõîäèìóþ íîðìó ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâ, è ÷òîáû ïðè ýòîì ñòîèìîñòü ïðîäóêòîâ
áûëà ìèíèìàëüíîé? Ýòî î÷åíü âàæíàÿ çàäà÷à â ýêîíîìèêå, ïîòîìó ÷òî åå ðåøåíèå
îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíóþ ïîòðåáèòåëüñêóþ ñòîèìîñòü ïîëíîöåííîãî ïèòàíèÿ.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå, ïåðåìåííûå � ýòî êîëè÷åñòâî êàæäîãî ïðîäóêòà.
Ñîäåðæàíèå áåëêîâ, æèðîâ, âèòàìèíîâ, ìèíèðàëîâ, è òàê äàëåå, â êàæäîì ïðîäóêòå
èçâåñòíî. Îãðàíè÷åíèÿ � ýòî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïèòàòåëüíûõ âåøåñòâ. À ìèíè-
ìèçèðîâàòü íàäî îáùóþ ñòîèìîñòü ïðîäóêòîâ, òî åñòü êîëè÷åñòâî êàæäîãî ïðîäóêòà,
ïîìíîæåííîå íà åãî öåíó.

Óæå ê êîíöó 1950-õ ãîäîâ ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå äîñòàòî÷íî øèðîêî èñïîëü-
çîâàëîñü â íåôòÿíîé èíäóñòðèè. Ñåé÷àñ ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå ëåæèò â îñíîâå
îãðîìíîãî êëàññà çàäà÷ îïòèìèçàöèè, âêëþ÷àÿ çàäà÷è ìåíåäæìåíòà è ìèêðîýêîíî-
ìèêè: ïëàíèðîâàíèå, ëîãèñòèêà, ñîñòàâëåíèå ðàñïèñàíèé. Çàäà÷è, ãäå íóæíî ìèíèìè-
çèðîâàòü ñòîèìîñòü èëè ìàêñèìèçèðîâàòü äîõîä ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ.

3.5 Îò çàäà÷è ê ðåøåíèþ

Íåñìîòðÿ íà ïðîñòóþ ôîðìóëèðîâêó, ðåøèòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ñîâñåì íå ïðîñòî. Ñàìàÿ áîëüøàÿ ñëîæíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â îãðàíè÷åíèÿõ. Ýòî âèäíî
äàæå íà íàøåì ìàëåíüêîì ïðèìåðå. Ïîíÿòíî, ÷òî âûãîäíåå âñåãî äîñòàâèòü òîâàð
îáîèì êëèåíòàì ñ äåøåâîãî Þæíîãî ñêëàäà. Òðóäíîñòü â òîì, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî,
ïîòîìó ÷òî íà Þæíîì ñêëàäå âñåãî 70 ëèñòîâ, à íàì íóæíî 100.

×åì áîëüøå ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé, òåì ñëîæíåå çàäà÷à. Â çàäà÷å î äèåòå
77 ïåðåìåííûõ è 21 îãðàíè÷åíèå, è ýòà çàäà÷à óæå ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñåðüåçíóþ
ïðîáëåìó ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëåíèé. Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå ñòàëî ðÿäîâûì
èíñòðóìåíòîì ìåíåäæìåíòà è ïëàíèðîâàíèÿ òîëüêî áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ìàòåìàòèêè
ïðèäóìàëè äëÿ òàêèõ çàäà÷ ìíîæåñòâî ñîâåðøåííî íåòðèâèàëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ.

Ðàáîòû àìåðèêàíñêîãî ìàòåìàòèêà Äæîðæà Äàíöèãà (George Dantzig) ïîÿâèëèñü
â êîíöå 1940-õ ãîäîâ � íåñêîëüêî ïîçæå, ÷åì ðàáîòû Êàíòîðîâè÷à. Òåì íå ìåíåå, áåçî
âñÿêèõ ñîìíåíèé, Äàíöèãà òîæå îòíîñÿò ê îñíîâàòåëÿì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Èìåííî îí ïðèäóìàë òàê íàçûâàåìûé ñèìïëåêñ-ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëèë, ñ ïîìîùüþ
êîìïüþòåðà, áûñòðî ðåøàòü çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ áîëüøèì êîëè÷å-
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ñòâîì ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé.
Ñèìïëåêñ ìåòîä, ñèëüíî óëó÷øåííûé è óñèëåííûé äðóãèìè ìåòîäàìè, ïî-ïðåæíåìó

îñòàåòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ñîâðåìåííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ.

3.6 Èäåÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäà

Ïîäðîáíîñòè ñèìïëåêñ-ìåòîäà âûõîäÿò çà ïðåäåëû ýòîé êíèãè, íî ìû ïîñòàðàåìñÿ
îáúÿñíèòü åãî ñóòü íà íàøåì ìàëåíüêîì ïðèìåðå.

Äëÿ íà÷àëà äàâàéòå ïîñìîòðèì, êàêèå â ïðèíöèïå çíà÷åíèÿ ìîãó ïðèíèìàòü ïåðå-
ìåííûå, ÷òîáû íå íàðóøèòü íàøè îãðàíè÷åíèÿ. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì âçÿòü ÀÞ = 58,
ÁÞ = 8. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå, êîòîðîå ìû çàïèñàëè â âèäå òàáëèöû:

Ïëàí ïîñòàâêè ëèñòîâîãî æåëåçà

Çàêàçàíî Þæ. ñêëàä Ñåâ. ñêëàä Âñåãî Ñòîèìîñòü

Êîë-âî ëèñòîâ êëèåíòó À 60 58 2 60 5× 58 + 2× 7 = 304 ðóá.
Êîë-âî ëèñòîâ êëèåíòó Á 40 8 32 40 10× 8 + 15× 32 = 560 ðóá.

Âñåãî 100 66 34 100 864 ðóá.

Îãðàíè÷åíèÿ âûïîëíåíû, è îáà êëèåíòà ïîëó÷èëè çàêàçàííîå êîëè÷åñòâî ëèñòîâ.
Íî ýòî íå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Íàïðèìåð, ìû ìîãëè îòïðàâèòü áîëüøå ëèñòîâ ñ
äåøåâîãî Þæíîãî ñêëàäà, ñêàæåì, 60 ëèñòîâ êëèåíòó À è 10 ëèñòîâ êëèåíòó Á. Ëåãêî
óâèäåòü, ÷òî äîñòàâêà êëèåíòó À òåïåðü îáîéäåòñÿ â

5× 60 = 300 ðóá.,

à äîñòàâêà êëèåíòó Á áóäåò ñòîèòü

10× 10 + 30× 15 = 550 ðóá.

Òåïåðü îáùàÿ ñòîèìîñòü ïîëó÷àåòñÿ íå 864, à 850 ðóáëåé, òî åñòü íåìíîæêî ìåíüøå.
×òîáû íå âûáèðàòü íàóãàä, íóæíî ïîñìîòðåòü íà âñå âîçìîæíûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå

óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì. Ìû èõ èçîáðàçèëè íà Ðèñóíêå 3.1. Ïî îñè x ìû îòêëà-
äûâàåì ÀÞ, à ïî îñè y îòêëàäûâàåì ÁÞ. Ëþáàÿ òî÷êà â çàøòðèõîâàííîé îáëàñòè
óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì. Â òîì ÷èñëå òî÷êà (58,8), êàê â òàáëèöå âûøå.

Íèæå â ñåðîé ðàìêå ìû îáúÿñíÿåì, êàê ïîëó÷èëàñü çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü. Îáú-
ÿñíåíèÿ íà óðîâíå ñðåäíåé øêîëû, íî èõ ìîæíî ïðîïóñòèòü.

Êàê ïîëó÷åíà çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü íà Ðèñóíêå 3.1.
Âñå çíà÷åíèÿ ÀÞ è ÁÞ ïîëîæèòåëüíûå.
Âåðòèêàëüíàÿ ëèëîâàÿ ïðÿìàÿ ÀÞ=60 îáåñïå÷èâàåò îãðàíè÷åíèå ÀÞ ≤ 60. Âñå
âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ ñëåâà îò ýòîé ïðÿìîé.
Àíàëîãè÷íî, ãîðèçîíòàëüíàÿ ôèîëåòîâàÿ ïðÿìàÿ ÁÞ = 40 îáåñïå÷èâàåò îãðà-
íè÷åíèå ÁÞ ≤ 40. Âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ ïîä ýòîé ïðÿìîé.
Âûðàæåíèå äëÿ ñèíåé ïðÿìîé ÀÞ + ÁÞ = 70 ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå ïðè-
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Ðèñ. 3.1: Ëþáàÿ òî÷êà â çàøòðèõîâàííîé îáëàñòè óäîâëåòâîðÿåò âñåì îãðàíè÷åíèÿì.
×åðíàÿ òî÷êà (58,8) ýòî ðåøåíèå èç òàáëèöû âûøå. Óãëîâûå êðàñíûå òî÷êè (25,40),
(30,40), (60,10) è (60,5) � êàíäèäàòû íà îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (ñì. îáúÿñíåíèå â òåê-
ñòå).

âû÷íîì âèäå:
ÁÞ = 70− ÀÞ,

ïîýòîìó ïðÿìàÿ èäåò ïîä îòðèöàòåëüíûì óãëîì â 450. Çàìåòüòå, ÷òî ïðÿìàÿ
ïåðåñåêàåò îñü x (â íàøåì ñëó÷àå îñü ÀÞ), êîãäà ÁÞ = 0, è ñîîòâåòñòâåííî
ÀÞ = 70. Íàì íóæíî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî ÀÞ+ÁÞ ≤ 70, òî åñòü

ÁÞ ≤ 70− ÀÞ.

Çíà÷åíèÿ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó íåðàâåíñòâó, íàõîäÿòñÿ ïîä ñèíåé ïðÿ-
ìîé.
Àíàëîãè÷íî, çåëåíàÿ ïðÿìàÿ ÀÞ + ÁÞ = 65 îáåñïå÷èâàåò îãðàíè÷åíèå ÀÞ +
ÁÞ ≥ 65. Çíà÷åíèÿ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó íåðàâåíñòâó, íàõîäÿòñÿ íàä
çåëåíîé ïðÿìîé.
Çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü óäîâëåòâîðÿåò âñåì îãðàíè÷åíèÿì.

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü � ýòî ÷åòûðåõóãîëüíèê ñ ïðÿìûìè
ñòîðîíàìè, ïîòîìó ÷òî âñå íàøè îãðàíè÷åíèÿ ëèíåéíûå, òî åñòü èõ ìîæíî èçîáðàçèòü
ñ ïîìîùüþ ïðÿìûõ ëèíèé. Ýòà îáëàñòü íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé,
ïîòîìó ÷òî âñå çíà÷åíèÿ â ýòîé îáëàñòè óäîâëåòâîðÿþò âñåì îãðàíè÷åíèÿì. Òî åñòü
ëþáîå ðåøåíèå èç ýòî îáëàñòè ôèçè÷åñêè âîçìîæíî, èëè, äîïóñòèìî.

Ñàìîå ãëàâíîå ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå îáÿçàòåëüíî íàõîäèòñÿ â óãëàõ îáëàñòè
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äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé.
Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî íàøà ñòîèìîñòü òîæå ëèíåéíàÿ. Êîãäà ìû äâèæåìñÿ

ïî ïðÿìîé � ãîðèçîíòàëüíîé, âåðòèêàëüíîé, èëè íàêëîííîé, � òî ñòîèìîñòü ìîæåò
ëèáî òîëüêî óìåíüøàòüñÿ, ëèáî òîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ, ïîêà ìû íå íàòêíåìñÿ íà óãîë,
òàê ÷òî èäòè äàëüøå ïî òîé æå ïðÿìîé ñòàíåò íåâîçìîæíî.

Äëÿ ïîäãîòîâëåííîãî ÷èòàòåëÿ â Ïðèëîæåíèè 10.1 ìû ïðèâîäèì áîëåå ôîðìàëü-
íîå îáîñíîâàíèå, ïî÷åìó îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ â îäíîì èç óãëîâ îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé.

Â íàøåì ìàëåíüêîì ïðèìåðå óãëîâ âñåãî ÷åòûðå: (25,40), (30,40), (60,10) è (60,5).
Ìû ìîæåì ëåãêî ïîäñòàâèëü çíà÷åíèÿ è ïîäñ÷èòàòü, ÷òî ñàìîå ëó÷øåå ðåøåíèå â
òî÷êå (30,40) òî åñòü ñ Þæíîãî ñêëàäà íóæíî îòïðàâèòü 30 ëèñòîâ êëèåíòó À è 40
ëèñòîâ êëèåíòó Á. Îñòàâøèåñÿ 30 ëèñòîâ êëèåíòó À íóæíî îòïðàâèòü ñ Ñåâåðíîãî
ñêëàäà. Ðåçóëüòàò ìû ñíîâà ïðèâåäåì â òàáëèöå:

Îïòèìàëüíûé ïëàí ïîñòàâêè ëèñòîâîãî æåëåçà

Çàêàçàíî Þæ. ñêëàä Ñåâ. ñêëàä Âñåãî Ñòîèìîñòü

Êîë-âî ëèñòîâ êëèåíòó À 60 30 30 60 5× 30 + 7× 30 = 360 ðóá.
Êîë-âî ëèñòîâ êëèåíòó Á 40 40 0 40 10× 40 = 400 ðóá.

Âñåãî 100 70 30 100 760 ðóá.

Îáùàÿ ñòîèìîñòü ïîëó÷èëàñü 760 ðóáëåé, ýòî íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì 864 ðóáëåé �
íàøå ïåðâîå, âûáðàííîå íàîáóì ðåøåíèå. Âûãîäà ïîëó÷èëàñü 12%, è ýòî î÷åíü ñóùå-
ñòâåííî, îñîáåííî êîãäà òàêèõ äîñòàâîê ìíîãî êàæäûé äåíü.

Òî, ÷òî ðåøåíèå íóæíî èñêàòü �ïî óãëàì�, ñêàçàíî óæå íà ñàìîé ïåðâîé ñòðàíèöå
â ðàáîòå Êàíòîðîâè÷à. Ýòî ïîíÿòíî ëþáîìó ìàòåìàòèêó.

Íî åñëè îãðàíè÷åíèé ìíîãî, òî ó íàñ ïîëó÷àåòñÿ óæå íå ÷åòûðåõóãîëüíèê, à ìíîãî-
óãîëüíèê. À åñëè ïåðåìåííûõ ìíîãî, òî ó íàñ áóäåò íå ìíîãîóãîëüíèê, à ìíîãîãðàííèê!
Íàéòè è ïåðåáðàòü âñå óãëû ìíîãîãðàííèêà î÷åíü ñëîæíî, íà ýòî ìîæåò óéòè ìíîãî
âðåìåíè.

Çàñëóãà Äàíöèãà â òîì, ÷òî îí ïðèäóìàë ñïîñîá, îñîíîâàííûé íà ëèíåéíîé àëãåáðå,
êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïåðåìåùàòüñÿ îò îäíîãî óãëà ìíîãîãðàííèêà ê äðóãîìó íå íàîáóì,
à â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå, ÷òîáû ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî óãëà ê äðóãîìó ñòîèìîñòü
òîëüêî óìåíüøàëàñü. Ýòî è åñòü çíàìåíèòûé ñèìïëåêñ-ìåòîä, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ
ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ïðèëîæåíèÿõ. Äîêàçàíî, ÷òî â ñàìûõ õóäøèõ ñëó÷àÿõ, èñêàòü
ðåøåíèå ïðèäåòñÿ î÷åíü äîëãî. Òåì íå ìåíåå, íà ïðàêòèêå ñèìïëåêñ-ìåòîä â åãî ñî-
âðåìåííûõ âàðèàíòàõ íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå î÷åíü áûñòðî.

3.7 Ñîñòàâëåíèå ðàñïèñàíèé

Â ïëàíèðîâàíèè ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ îïåðèðîâàòü ñ öåëûìè ÷èñëàìè. Íåëüçÿ îòïðàâèòü
íà îáúåêò �äâà çåìëåêîïà è äâå òðåòè�, êàê â ñòèõîòâîðåíèè Ìàðøàêà. Â ýòîì ñëó÷àå
ìû èìååì äåëî ñ çàäà÷åé öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Òàêèå çàäà÷è ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ïðè ñîñòàâëåíèè ðàñïèñàíèé. Íàïðèìåð, ïîñìîò-
ðèì íà íàø ñàìûé ïåðâûé ïðèìåð, êîãäà îäèí ïðèáîð äîëæåí âûïîëíèòü 25 çàäàíèé,
è íóæíî íàéòè ñàìóþ âûãîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà ìû ìîæåì ââåñòè ïåðå-
ìåííûå x äëÿ êàæäîé êîìáèíàöèè (çàäàíèå, î÷åðåäíîñòü âûïîëíåíèÿ). Åñëè çàäàíèå
3 âûïîëíÿåòñÿ ñàìûì ïåðâûì, òî ìû ïèøåì

x(çàäàíèå 3, î÷åðåäíîñòü 1) = 1.

À åñëè ýòîãî íå ïðîèñõîäèò, òî

x(çàäàíèå 3, î÷åðåäíîñòü 1) = 0.

Êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ â ðåøåíèè � ýòî öåëîå ÷èñëî: 0 èëè 1.
Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïåðåìåííûõ ìîæíî çàïèñàòü ñòîèìîñòü ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè, è ïðàêòè÷åñêè ëþáûå îãðàíè÷åíèÿ. Òèïè÷íîå ñòðîãîå îãðàíè÷åíèå: ïðèáîð íå
ìîæåò âûïîëíÿòü äâà çàäàíèÿ îäíîâðåìåííî. Íî ìîæíî äîáàâèòü îãðàíèâåíèÿ è ïî-
ñëîæíåå. Íàïðèìåð: �çàäàíèå 3 íóæíî (èëè æåëàòåëüíî) âûïîëíèòü ðàíüøå, ÷åì çà-
äàíèå 10.�

Â Ïðèëîæåíèè 10.1.2 äëÿ ïîäãîòîâëåííîãî ÷èòàòåëÿ ìû áîëåå ïîäðîáíî ðàñ-
ñìàðòðèâàåì åùå îäèí ìàëåíüêèé ïðèìåð ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé.

Â ðåàëüíîñòè äàæå äëÿ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî ðàñïèñàíèÿ èìååò ñìûñë âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ.

Íàïðèìåð, íåñêîëüêî ëåò íàçàä ñòóäåíòû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè óíèâåðñèòåòà
Òâåíòå ñîñòàâèëè ìîäåëü äëÿ ðàñïèñàíèÿ åæåãîäíîãî ôåñòèâàëÿ õîðîâ. Òàì íåñêîëü-
êî äåñÿòêîâ õîðîâ, íåñêîëüêî ñöåí, íå êàæäûé õîð ìîæåò ïåòü íà ëþáîé ñöåíå, è ó
íåêîòîðûõ õîðîâ îäèí è òîò æå äèðèæåð. Ðàíüøå îðãàíèçàòîðû áèëèñü íàä ðàñïèñà-
íèåì íå îäèí äåíü. À êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà, êîòîðóþ íàïèñàëè ñòóäåíòû, âûäà-
âàëà ðåøåíèå âñåãî çà íåñêîëüêî ìèíóò. Âîñõèùåííûå ïåâöû ïðèøëè â óíèâåðñèòåò
íà ïðåçåíòàöèþ ïðîåêòà è ñïåëè ñòóäåíòàì áëàãîäàðñòâåííóþ àðèþ!

3.8 Ïî÷åìó öåëûå ÷èñëà ñëîæíåå äðîáíûõ

Êàê òîëüêî íàì íóæíî öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå, ýòî êàðäèíàëüíî óñëîæíÿåò çàäà÷ó.
Ñèìïëåêñ-ìåòîä íå äàñò ãîòîâîãî ðåøåíèÿ, ïîòîìó ÷òî êîîðäèíàòû óãëîâ ìíîãîãðàí-
íèêà âîâñå íå îáÿçàíû áûòü öåëûìè, è îáû÷íî öåëûìè íå áóäóò. Öåëî÷èñëåííîå ëè-
íåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå îòíîñèòñÿ ê ðàçðÿäó NP-òðóäíûõ çàäà÷.

Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ íàçûâàåòñÿ ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö, êîòîðûé
îñíîâàí íà òîì, ÷òîáû �ðàçâåòâëÿòü� äðîáíûå ðåøåíèÿ íà äîïóñòèìûå öåëî÷èñëåííûå,
è èñêëþ÷àòü íåïåðñïåêòèâíûå �âåòêè�.
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Â Ïðèëîæåíèè 10.1.3 ìû îáúÿñíÿåì îñíîâíûå èäåè ýòîãî ìåòîäà ÷óòü áîëåå
ïîäðîáíî, äëÿ èíòåðåñóþùåãîñÿ ÷èòàòåëÿ. Çàìåòèì, ÷òî ýòî îáúÿñíåíèå íå
òðåáóåò ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ, íàèâíîå èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö
àáñîëþòíî íå ãîäèòñÿ. Ìàòåìàòèêè äîïîëíèëè åãî ìíîãèìè äðóãèìè ìåòîäàìè. Íà-
ïðèìåð, ñåé÷àñ íà ïðàêòèêå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä �ðàññåêàþùèõ ïëîñêîñòåé�
(àëãîðèòì Ãîìîðè), êîòîðûé ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî îòñåêàòü äðîáíûå çíà÷åíèÿ.

Çà îòíîñèòåëüíî íåäîëãèé ñðîê ñâîåãî ñóùåñòâîâàíèÿ, ýòà îáëàñòü ìàòåìàòèêè
äîñòèãëà íåâåðîÿòíîãî ïðîãðåññà.

3.9 Ìàòåìàòèêà, îáîãíàâøàÿ êîìïüþòåð

Àìåðèêàíñêèé ó÷åíûé Ðîáåðò Áèêñáè (Robert E. Bixby) íàïèñàë öåëóþ ñåðèþ ñòàòåé
îá èñòîðèè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â íàøåì ðàññêàçå ìû âîñïîëüçîâàëèñü åãî
ñòàòüåé 2012 ãîäà [11].

Ïî ñëîâàì Áèêñáè, ê 1953 ãîäó, ïîñëå íåñêîëüêèõ óñîâåðøåíñòâîâàíèé ñèìïëåêñ-
ìåòîäà, óäàëîñü ðåøèòü âàðèàíò çíàìåíèòîé çàäà÷è î äèåòå ñ 71 ïåðåìåííîé è 26
îãðàíè÷åíèÿìè.

Àïïàðàò, íà êîòîðîì ïðîèçâîäèëèñü âû÷èñëåíèÿ, íå áûë êîìïüþòåðîì â ñòðîãîì
ñìûñëå ýòîãî ñëîâà. Ýòî áûë áîëüøîé êàëüêóëÿòîð, êîòîðûé ïðîãðàììèðîâàëñÿ ñ
ïîìîùüþ ïåðôîêàðòî÷åê. Ðåøåíèå çàíÿëî 8 ÷àñîâ, èç êîòîðûõ áîëüøàÿ ÷àñòü âðåìåíè
óøëà íà òî, ÷òîáû âðó÷íóþ âñòàâëÿòü ïåðôîêàðòî÷êè â ìàøèíó. Íàñòîé÷èâîñòè è
òåðïåíèþ ó÷åíûõ îñòàåòñÿ òîëüêî óäèâëÿòüñÿ.

Ñåãîäíÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ïðàêòèêå â îñíîâ-
íîì èñïîëüçóåòñÿ êîììåð÷åñêîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå. Ñðåäè íàèáîëåå èçâåñòíûõ
ïàêåòîâ CPLEX è áîëåå íåäàâíèé Gurobi.

Â êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèÿõ åñòü èçâåñòíîå óòâåðæäåíèå, ÷òî ìîùíîñòü ïðîöå-
ñîðîâ óäâàèâàåòñÿ êàæäûå 18 ìåñÿöåâ. Ýòî ÷àñòî íàçûâàþò �çàêîíîì Ìóðà�. È õîòÿ
ýòî íå çàêîí ïðèðîäû, è Ìóð (Gordon E. Moore, îäèí èç îñíîâàòåëåé Intel) ãîâîðèë íå
ñîâñåì îá ýòîì, âñå æå óòâåðæäåíèå ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè.

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé àëãîðèòì íà ñîâðåìåííîì êîìïüþòåðå áóäåò ðà-
áîòàòü ãîðàçäî áûñòðåå, ÷åì íà êàëüêóëÿòîðå ñ ïåðôîêàðòî÷êàìè. Íî è ìàòåìàòèêà
íå ñòîèò íà ìåñòå. Ñòàðûå àëãîðèòìû ñîâåðøåíñòâóþòñÿ, è ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå. Êàê
îöåíèòü ðîëü ìàòåìàòèêè â óñïåõå êîììåð÷åñêèõ ïàêåòîâ?

Â 2007 ãîäó Áèêñáè ïðîâåë âïå÷àòëÿþùèé ýêñïåðèìåíò. Îí âçÿë âñå âåðñèè ïàêåòà
CPLEX, ñ åãî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ â 1991 ãîäó, è îïðîáîâàë èõ íà áîëüøîì êîëè÷åñòâå
èçâåñòíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ó÷åíûå
ñîáðàëè âíóøèòåëüíûå êîëëåêöèè òàêèõ çàäà÷, Áèêñáè âûáðàë 1892 èç íèõ. Äàëüøå
îí ñðàâíèë ñêîðîñòü ðåøåíèÿ, îò âåðñèè ê âåðñèè, íà îäíîì è òîì æå êîìïüþòåðå.

Îêàçàëîñü, ÷òî çà 15 ëåò ñêîðîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ óâåëè÷èëàñü â 29 000 ðàç! Èíòå-
ðåñíî, ÷òî ñàìîå áîëüøîå óñêîðåíèå, ïî÷òè â 10 ðàç, ïðîèçîøëî â 1998 ãîäó. È ýòî íå
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ñëó÷àéíî. Äî ýòîãî â òå÷åíèå 30 ëåò ìàòåìàòèêè ðàçðàáàòûâàëè íîâûå òåîðèè è ìåòî-
äû, èç êîòîðûõ î÷åíü ìàëî áûëî âíåäðåíî â ïðàêòèêó. Â 1998 ãîäó â âåðñèè CPLEX 6.5
áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à ðåàëèçîâàòü ïî ìàêñèìîìó âñå ýòè èäåè. Â ðåçóëüòàòå íàøè
âîçìîæíîñòè â ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè âûøëè íà êà÷åñòâåííî íîâûé óðîâåíü.

Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ. Gurobi ïîÿâèëñÿ â 2009 ãîäó, è ê 2012 ãîäó óñêîðèëñÿ â 16,2
ðàçà. Òî åñòü îáùèé ýôôåêò â 1991�2012 ãîäàõ � â 29 000 × 16, 2 = 469 800 ðàç! Ïî-
âòîðèìñÿ, ÷òî ýòî íåçàâèñèìî îò ñêîðîñòè êîìïüþòåðà, à òîëüêî áëàãîäàðÿ ðàçâèòèþ
ìàòåìàòè÷åñêèé èäåé.

Åñëè âåðèòü çàêîíó Ìóðà, òî ìåæäó 1992 è 2012 ãîäîì êîìïüþòåðû óñêîðèëèñü
ïðèìåðíî â 8000 ðàç. Ñðàâíèòå c ïî÷òè ïîëóìèëèîííûì óñêîðåíèåì àëãîðèòìîâ! Ïî-
ëó÷àåòñÿ, ÷òî åñëè âàì íóæíî ðåøèòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òî ëó÷øå
èñïîëüçîâàòü ñòàðûé êîìïüþòåð è ñîâðåìåííûå ìåòîäû, ÷åì íàîáîðîò, íîâåéøèé êîì-
ïüþòåð è ìåòîäû íà÷àëà 1990-õ.

Ìû íå óñòàåì âîñõèùàòüñÿ ïðîãðåññîì êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé. Ìàòåìàòèêà äî-
ñòèãëà ãîðàçäî áîëüøåãî ïðîãðåññà, è íèêòî äàæå íå çàìåòèë! Ìíîãîãðàííèêè, ïëîñ-
êîñòè, äâîéñòâåííûå çàäà÷è è ðàçâåòâëåíèÿ çàøèòû â ïðîãðàììíûõ ïàêåòàõ è ðåøàþò
çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ, êàê áóäòî òàê è áûëî âñåãäà, è â ýòîì íåò íè÷åãî îñîáåííîãî.

Êîíå÷íî, ñàìîå ïîðàçèòåëüíîå � ýòî ñîâìåñòíûé ýôôåêò ìàòåìàòèêè è êîìïüþòå-
ðîâ. Óñêîðåíèå â 4 ìèëëèàðäà ðàç. Çàäà÷è, êîòîðûå òðåáîâàëè 126 ëåò â 1991 ãîäó, â
2012-ì ìû íàó÷èëèñü ðåøàòü çà îäíó ñåêóíäó! È ýòî íå ïðåäåë. Â ñòàòüå 2015 ãîäà
Äìèòðèñ Áåðòñèìàñ (Dimitris Bertsimas) è Àíæåëà Êèíã (Angela King) èç Ìàñà÷ó-
ñåòñêîãî Òåõíîëîãè÷åñêîãî Èíñòèòóòà ïðèâîäÿò íîâóþ öèôðó � 450 ìèëëèàðäîâ � è
ïðåäëàãàþò íîâûå ïðèëîæåíèÿ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ñòàòèñòèêå.

Ïðè òàêîé íåâåðîÿòíîé ýôôåêòèâíîñòè äëÿ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îòêðû-
âàþòñÿ íîâûå ãîðèçîíòû, íåìûñëèìûå ðàíüøå, íî âïîëíå ðåàëüíûå ñåãîäíÿ.

3.10 Ðàñïèñàíèå ãîëëàíäñêèõ æåëåçíûõ äîðîã

Ñàìàÿ ïðåñòèæíàÿ íàãðàäà â èññëåäîâàíèè îïåðàöèé � ýòî ïðåìèÿ Ôðàíöà Ýäåëüìàíà
(Franz Edelman Award), çà âûäàþùèåñÿ óñïåõè íàóêè â ïðèëîæåíèÿõ. Â 2008 ãîäó
ýòó íàãðàäó ïîëó÷èëè Æåëåçíûå Äîðîãè Íèäåðëàíäîâ, çà íîâîå æåëåçíîäîðîæíîå
ðàñïèñàíèå, êîòîðîå íà÷àëî äåéñòâîâàòü â 2006 ãîäó.

Íèäåðëàíäû � ìàëåíüêàÿ è ãóñòîíàñåëåííàÿ ñòðàíà. Íà òåððèòîðèè ðàçìåðîì ïðè-
ìåðíî ñ Íèæåãîðîäñêóþ îáëàñòü ïðîæèâàåò îêîëî 17 ìèëëèîíîâ ÷åëîâåê. Æåëåçíûå
äîðîãè � ýòî îñíîâà âñåé ãîëëàíäñêîé ëîãèñòèêè. Ìíîãèå êàæäûé äåíü åçäÿò íà ïîåçäå
íà ðàáîòó. Ñîâåùàíèå â äðóãîì êîíöå ñòðàíû � ýòî îáû÷íîå äåëî. Ãîëëàíäöû � ÷åìïè-
îíû Åâðîïû ïî ïàññàæèðñêèì æåëåçíîäîðîæíûì ïåðåâîçêàì. Â 2006 ãîäó Æåëåçíûå
Äîðîãè Íèäåðëàíäîâ ïåðåâåçèëè 15.8 ìèëëèàðäîâ ïàññàæèðîâ.

Äî 2006 ãîäà äåéñòâîâàëî ðàñïèñàíèå, êîòîðîå áûëî ñîñòàâëåíî â 1970 ãîäó. Ïåðå-
âîçêè óâåëè÷èâàëèñü, è ïîñòåïåííî ïîåçäà óäëèííÿëèñü è, ãäå âîçìîæíî, äîáàâëÿëèñü
íîâûå ïîåçäà. Ïîêà íàêîíåö ê íà÷àëó 2000-õ óâåëè÷èâàòü ïåðåâîçêè â ðàìêàõ ñòàðî-
ãî ðàñïèñàíèÿ ñòàëî íåâîçìîæíî. Ñòðîèòü íîâûå ïóòè ôàêòè÷åñêè òîæå íåâîçìîæíî,
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ýòî áåçóìíî äîðîãî, è ïðîñòî íåäîñòàòî÷íî çåìëè. Æåëåçíîäîðîæíûå ïóòè â Íèäåð-
ëàíäàõ ñòðîèëèñü è ðàñøèðÿëèñü î÷åíü ìàëî åùå ñî âðåìåí Âòîðîé Ìèðîâîé Âîéíû.
Çàäà÷à, êîòîðàÿ âñòàëà ïåðåä ìåíåäæìåíòîì æåëåçíûõ äîðîã: îáåñïå÷èòü òðåáóåìûé
îáúåì ïåðåâîçîê ïðè èìåþùèéñÿ èíôðàñòðóêòóðå. Êàê ýòî ñäåëàòü? Â 2002 ãîäó áûëî
ðåøåíî ñîñòàâèòü íîâîå ðàñïèñàíèå.

Ðàñïèñàíèå æåëåçíûõ äîðîã � äåëî î÷åíü ñëîæíîå. Íóæíî, ÷òîáû äâà ïîåçäà îäíî-
âðåìåííî íå ïðåòåíäîâàëè íà îäèí è òîò æå ó÷àñòîê ðåëüñîâ. Ìàðøðóòû ñ ïåðåñàäêà-
ìè òîæå äîëæíû áûòü óäîáíûìè, áåç ïîëó÷àñîâîãî îæèäàíèÿ íà ïëàòôîðìå. Êðîìå
òîãî, íóæíî ðàñïðåäåëèòü ïóòè ïðèáûòèÿ è îòáûòèÿ íà êàæäîé ñòàíöèè, îïðåäåëèòü
êîëè÷åñòâî è òèï âàãîíîâ äëÿ êàæäîãî ñîñòàâà, ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå êîíäóêòîðîâ è
ìàøèíèñòîâ. È âñå ýòî äëÿ 5500 ïîåçäîâ â äåíü!

Íàä çàäà÷åé ðàáîòàëà öåëàÿ êîìàíäà ìàòåìàòèêîâ. Îñíîâíûå ñëîæíîñòè è èäåè
îíè îïèñàëè â ñòàòüå [20], çà êîòîðóþ è áûëà ïðèñóæäåíà ïðåìèÿ Ýäåëüìàíà.

Êàæäûé ýòàï ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ òðåáîâàë íîâîé ìîäåëè è íîâûõ ïîäõî-
äîâ. Íåêîòîðûå çàäà÷è (íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèå ïóòåé ïðèáûòèÿ è îòáûòèÿ), ïîñëå
íåñêîëüêèõ øàãîâ ïðåäâàðèòåëüíîé ïîäãîòîâêè, óäàëîñü ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ïàêåòà
CPLEX. Çàäà÷à ðàñïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ïîåçäîâ óïðîùàëàñü áëàãîäàðÿ öèêëè÷íîñòè
(ïîåçäà îòïðàâëÿþòñÿ â îäíî è òî æå âðåìÿ êàæäûé ÷àñ). Íî äàæå â ýòîì ñëó÷àå êîì-
ìåð÷åñêèå ïàêåòû áûëè áåññèëüíû. Ïðèøëîñü ïðèäóìûâàòü íîâûå ìîäåëè è ïîäõîäû.

Âíåäðåíèå íå ñðàçó ïðîøëî ãëàäêî. È âñå-òàêè áëàãîäàðÿ íîâîìó ðàñïèñàíèþ áîëü-
øå ïîåçäîâ ïåðåâîçèò áîëüøå ëþäåé ïî òåì æå ðåëüñàì. Ïàññàæèðîïîòîê óâåëè÷èâà-
åòñÿ, íî ðàñïèñàíèå ïî-ïðåæíåìó ñïðàâëÿåòñÿ. Â ðàìêàõ ñòàðîãî ðàñïèñàíèÿ ýòî áûëî
íåâîçìîæíî.

3.11 ×òî òàêîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå

Åñëè âû íåäàâíî áûâàëè â Íèäåðëàíäàõ, òî ïîñëåäíèé ðàçäåë âàñ ìîã óäèâèòü. Äâè-
æåíèå æåëåçíûõ äîðîã äàëåêî îò ñîâåðøåíòñâà. Ìåëêèå (è êðóïíûå) çàäåðæêè ñëó-
÷àþòñÿ ñïëîøü è ðÿäîì. Ïåðåñàäêè áûâàþò î÷åíü êîðîòêèå, èõ ëåãêî ïðîïóñòèòü
ïðè ìàëåéøåé çàäåðæêå. Ïîåçäà ÷àñòî ïåðåïîëíåíû, îñîáåííî âàãîíû íàèáîëåå ïî-
ïóëÿðíîãî 2-ãî êëàññà. Äàëåêî íå âñå áûëè ðàäû íîâîìó ðàñïèñàíèþ. Âëèÿòåëüíàÿ
ãîëëàíäñêàÿ ãàçåòà NRC Handelsblad íàïèñàëà:

Ýòî åäèíñòâåííàÿ ôîðìà âûñøåé ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ âûçâàëà â îáùå-
ñòâå òàêóþ áóðþ ýìîöèé.

Àëåêñàíäåð Ñõðàéâåð (Alexander Schrijver), çíàìåíèòûé ãîëëàíäñêèé ìàòåìàòèê,
îäèí èç ëó÷øèõ â ìèðå ñïåöèàëèñòîâ ïî îïòèìèçàöèè, èãðàë âåäóùóþ ðîëü â ñîñòàâ-
ëåíèè íîâîãî ðàñïèñàíèÿ. Êðèòèêà æóðíàëèñòîâ åãî íå î÷åíü âçâîëíîâàëà. Â îäíîé
èç ñòàòåé, ðàññ÷èòàíîé íà øèðîêóþ ïóáëèêó, îí ïèøåò:

×òî îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíîñòü? Êîìôîðò ïàññàæèðîâ? Îáùèé äîõîä?
Ðàñïèñàíèå ïåðñîíàëà? Öèðêóëÿöèÿ ìàòåðèàëîâ? Èëè ïóíêòóàëüíîñòü?
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Êàæäûé èç ýòèõ àñïåêòîâ, ñàì ïî ñåáå, óæå òðóäíî îöåíèòü. Íî äàæå
åñëè ýòî óäàñòñÿ, êàê âçâåñèòü ýòè ôàêòîðû ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó?

Î÷åíü âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íå îçíà÷àåò ðåøåíèå èäåàëüíîå.
Îïòèìèçàöèÿ ïðîèñõîäèò ïðè ìàññå îãðàíè÷åíèé, è ïîæåëàíèÿ ê ðåøåíèþ ïðîòèâîðå-
÷àò äðóã äðóãó. Íàïðèìåð, ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïàññàæèðîâ è äåøåâèçíà ïåðå-
âîçîê ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîìó êîìôîðòó. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå � ýòî ëó÷øåå,
÷òî ìû ìîæåì ñäåëàòü ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿ è çàäàííûõ ïðèîðèòåòàõ.

Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìàòåìàòèêè è ìåíåäæåðû ñîòðóäíè÷àëè è
ïðèñëóøèâàëèñü äðóã ê äðóãó. Ìåíåäæåðû äîëæíû óìåòü ðàññòàâèòü ïðèîðèòåòû è
îáîçíà÷èòü îãðàíè÷åíèÿ. Ìàòåìàòèêè äîëæíû óìåòü íå òîëüêî çàïóñòèòü â õîä ñâîè
ìíîãîãðàííèêè, íî è âíèêíóòü â îñîáåííîñòè äàííîé çàäà÷è. È òîãäà ìû ïîëó÷èì
íîâûå êðàñèâûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå óâèäÿò ñâåò â çíà÷èòåëüíûõ ïðîåêòàõ. Êàê íàì
íàïèñàë Ñõðàéâåð: �Ýòî áûë ìàñøòàáíûé ïðîåêò, íî çà íèì ñòîÿëà î÷åíü èíòåðåñíàÿ,
÷èñòàÿ ìàòåìàòèêà�. À ñâîþ ñòàòüþ îí çàêîí÷èë ñëîâàìè: �Ìàòåìàòèêà æåëåçíûõ
äîðîã ïîêà äàëåêà îò çàâåðøåíèÿ.�
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Ãëàâà 4

Ìèð íóëåé è åäèíèö

4.1 Ïåðåâîä òåêñòà â êèëîáàéòû

Êàê ïåðåäàþòñÿ òåêñòû ñ îäíîãî êîìïüþòåðà íà äðóãîé? Íàïðèìåð, ìû õîòèì ïåðå-
ñëàòü òåêñò �Ìàìà ìûëà ðàìó� èëè �Íàä âñåé Èñïàíèåé áåçîáëà÷íîå íåáî�. Êàê ýòî
ñäåëàòü? Ðàçóìååòñÿ, ïî ïðîâîäàì íåâîçìîæíî ïåðåäàòü íàïå÷àòàííûå ñëîâà �ìàìà�,
�íåáî� è òàê äàëåå. Ìîæíî ïåðåäàòü òîëüêî ñèãíàëû. Çíà÷èò, êàæäîé áóêâå èëè ñëîâó
íóæíî ñîïîñòàâèòü ñâîé ñèãíàë.

Êàê ïåðåâåñòè ñëîâà â ñèãíàëû? Åñëè ïîäóìàòü, òî íà óì ïðèõîäèò ÷òî-òî âðîäå
àçáóêè Ìîðçå, êîãäà âñå áóêâû è ñëîâà ïåðåäàþòñÿ â âèäå òî÷åê è òèðå. Ñîâåðøåííî
àíàëîãè÷íî, êîìïüþòåðû ïîëüçóþòñÿ âñåãî äâóìÿ ñèãíàëàìè. Ïîýòîìó âñÿ èíôîðìà-
öèÿ â êîìïüþòåðå çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñåãî äâóõ ñèìâîëîâ: 0 è 1.

Ïîíÿòíî, ÷òî ìû òîëüêî äëÿ ïðèìåðà íàïèñàëè ôðàçû ïî-ðóññêè. À âäðóã íàì
çàâòðà ïîíàäîáèòñÿ ïåðåäàòü ñîîáùåíèå íà àíãëèéñêîì èëè ôðàíöóçñêîì, ãäå ñîâñåì
äðóãèå � ëàòèíñêèå � áóêâû, íå ãîâîðÿ óæå î ðàçíûõ �àêöåíòàõ�, õàðàêòåðíûõ äëÿ
ôðàíöóçñêîãî ÿçûêà? À åùå åñòü àðàáñêèå áóêâû, íåñêîëüêî âèòåèâàòûõ àëôàâèòîâ
Èíäèè, è òûñÿ÷è, åñëè íå äåñÿòêè òûñÿ÷, êèòàéñêèõ è ÿïîíñêèõ èåðîãëèôîâ! Îáó÷èòü
êîìïüþòåð îòëè÷àòü îäèí ÿçûê îò äðóãîãî ìîæíî, òàêèå ïðîãðàììû óæå åñòü. Íî äëÿ
õðàíåíèÿ è ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ýòî ñîâåðøåííî áåñïåðñïåêòèâíî. Ãîðàçäî ïðîùå
äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà, áóäü òî áóêâû, èåðîãëèôû, èëè çíàêè ïðåïèíàíèÿ, ñîñòàâèòü
ñâîþ, óíèêàëüíóþ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íóëåé è åäèíèö. Ê ýòîìó ìîæíî äîáàâèòü
îòäåëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ñëîâ, êîòîðûå óïîòðåáëÿþòñÿ ÷àñòî, îñîáåííî åñëè
òàêèõ ñëîâ íå ñëèøêîì ìíîãî.

Êîíå÷íî, ìîæíî ïîñòðîèòü êîìïüþòåðû, êîòîðûå áóäóò ðàçëè÷àòü òðè èëè áîëüøå
ðàçíûõ ñèãíàëîâ. Íî äâîè÷íàÿ ñèñòåìà (äâà ñèãíàëà, äâà ñèìâîëà) íàìíîãî óäîáíåå.
Òîê ëèáî åñòü (1), ëèáî íåò (0) � çäåñü ìàøèíà íå ìîæåò îøèáèòüñÿ. Ïîýòîìó óñòðîé-
ñòâà ñ äâîè÷íîé ñèñòåìîé ïðîùå ñäåëàòü, è îíè áîëåå íàäåæíûå.

Âñå íàøè êîìïüþòåðû óñòðîåíû èìåííî òàê. Ìû ïå÷àòàåì òåêñòû íà âñåõ ÿçûêàõ
ìèðà, ðèñóåì òàáëè÷êè è ñîõðàíÿåì ôîòîãðàôèè, à â ïàìÿòè êîìïüþòåðà íåò íè÷åãî,
êðîìå íóëåé è åäèíèö. Íà ñàìîì äåëå, ýòî ïîðàçèòåëüíî!
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Ñîîòâåòñòâåííî, îáúåì èíôîðìàöèè â êîìïüþòåðå îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ñêîëüêî íó-
ëåé è åäèíèö íàì ïîíàäîáèëîñü. Êàæäûé íîëü èëè åäèíèöà � ýòî ñàìûé ìèíèìàëüíûé
îáúåì èíôîðìàöèè, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ îäèí áèò. Âîñåìü áèòîâ, òî åñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èç âîñüìè íóëåé è åäèíèö, íàçûâàåòñÿ îäèí áàéò. À âñåì èçâåñòíûé êè-
ëîáàéò, òîò ñàìûé ÊÁ, êîëè÷åñòâîì êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ îáúåì íàøèõ å-ìåéëîâ è
äîêóìåíòîâ, ýòî 1024 áàéòà, èëè 8192 íóëåé è åäèíèö. Àíàëîãè÷íî, ìåãàáàéò � ýòî
1024 êèëîáàéòà.

Ïî÷åìó 1024, à íå ïðîñòî 1000? Ïîòîìó ÷òî â äâîè÷íîé ñèñòåìå, ãäå âñåãî äâå
öèôðû, ïðîùå âñåãî ïîëüçîâàòüñÿ ñòåïåíÿìè äâîéêè: 2,4, 8, 16, 32, è òàê äàëåå. Ñî-
âåðøåííî àíàëîãè÷íî, â íàøåé ïðèâû÷íîé äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå, ãäå ó íàñ 10 öèôð îò
0 äî 9, óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñòåïåíÿìè äåñÿòêè: 10, 100, 1000, è òàê äàëåå. ×èñëî 1024
� ýòî äâà â ñòåïåíè äåñÿòü:

1024 = 210 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2.

Ìíîãèå ñ÷èàòþò, ÷òî êèëîáàéò � ýòî òûñÿ÷à áàéòîâ. Ýòî, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå òàê, íî ïðè-
áëèçèòåëüíî ýòî âåðíî, è áîëüøå ñîîòâåòñòâóåò íàøåé ïðèâû÷êå ñ÷èòàòü äåñÿòêàìè,
ñîòíÿìè è òûñÿ÷àìè.

Ñêîëüêî êèëîáàéò â âàøåì ñîîáùåíèè? Ýòî çàâèñèò íå òîëüêî îò ñàìîãî òåêñòà,
íî è îò òîãî, êàêèì îáðàçîì âàøè ñëîâà áûëè ïåðåâåäåíû â íóëè è åäèíèöû.

Êàê ñäåëàòü ñîîáùåíèå êîìïàêòíûì? Ãäå ãàðàíòèÿ, ÷òî çàìåíà íåñêîëüêèõ íóëåé
åäèíèöàìè èç-çà ïîìåõ â êàíàëàõ ñâÿçè íå èçìåíèò ñìûñë íà ïîëíîñòüþ ïðîòèâîïî-
ëîæíûé? Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ïîñëóæèëè òîë÷êîì äëÿ ðàçâèòèÿ öåëîé
îáëàñòè ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè � òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.

4.2 ×òî òàêîå êîäèðîâàíèå

Èòàê, íàøà çàäà÷à � çàêîäèðîâàòü êàæäûé ñèìâîë èëè êàæäîå ñëîâî òåêñòà ñ ïî-
ìîùüþ íóëåé è åäèíèö. Ôàêòè÷åñêè, êîä � ýòî ñëîâàðü, êîòîðûé ñîñòîèò èç êîäîâûõ
ñëîâ. Êàæäîå êîäîâîå ñëîâî � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö, æåëàòåëüíî
íåáîëüøîé äëèíû, êîòîðàÿ ÷òî-òî îçíà÷àåò (áóêâà, öèôðà, çíàê ïðåïèíàíèÿ èëè öå-
ëîå ñëîâî). Ïîñòðîèòü êîä ìîæíî ñàìûìè ðàçíûìè ðàçíûìè ñïîñîáàìè, à, çíà÷èò, ýòà
çàäà÷à î÷åíü èíòåðåñíàÿ.

Ïóñòü, äëÿ ïðèìåðà, ìû êîäèðóåì îòäåëüíî êàæäóþ áóêâó ðóññêîãî àëôàâèòà.
Çàáàâíî, êñòàòè, ÷òî, êîãäà ñòàâèøü ýòó çàäà÷ó ñòóäåíòàì, òî ïî÷òè âñåãäà êòî-íèáóäü
ñïðàøèâàåò, ñêîëüêî áóêâ íàäî ó÷èòûâàòü: 32 èëè 33. Ïî-âèäèìîìó, îíè ñ÷èòàþò áóêâó
�¼� íå âïîëíå ñàìîñòîÿòåëüíîé áóêâîé, êîòîðóþ â òåêñòå ìîæíî çàìåíèòü �å�. Äàâàéòå
âñå-òàêè ñ÷èòàòü, ÷òî áóêâ ó íàñ 33. Ñêîëüêî áàéòîâ (íóëåé è åäèíèö) íàì ïîíàäîáèòñÿ,
÷òîáû çàêîäèðîâàòü 33 áóêâû?

Ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî òðèäöàòè òðåõ áàéòîâ áóäåò äîñòàòî÷íî, ïîòîìó ÷òî ìû
ìîæåì êàæäóþ áóêâó îáîçíà÷èòü êîäîì èç 32 íóëåé è îäíîé åäèíèöû � íà òîé ïîçèöèè,
íà êîòîðîé ñòîèò ýòà áóêâà â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå. Ýòîò íàèâíûé êîä áóäåò âûãëÿäåòü
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òàê:

à: 100000000000000000000000000000000

á: 010000000000000000000000000000000

â: 001000000000000000000000000000000

ã: 000100000000000000000000000000000

è òàê äàëåå

ÿ: 000000000000000000000000000000001

Ñðàçó âèäíî, ÷òî òàêîå êîäèðîâàíèå íå ãîäèòñÿ íà ïðàêòèêå. Ñëèøêîì ìíîãî äðà-
ãîöåííûõ áàéòîâ óõîäèò íà íóëè, êîòîðûå íåñóò î÷åíü ìàëî èíôîðìàöèè.

Êàêàÿ ìèíèìàëüíàÿ äëèíà êîäà íàì ïîíàäîáèòñÿ, ÷òîáû çàêîäèðîâàòü ðóññêèé àë-
ôàâèò? Äîïóñòèì, õâàòèò ëè íàì êîäîâ äëèíû 5? Ýòî çàâèñèò îò òîãî, ñêîëüêî ðàçíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö äëèíû 5 ìû ìîæåì ñîñòàâèòü: 00000, 00001,
00010, 00011, è òàê äàëåå äî 11111. Âñåãî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 32. Ïîëó÷èòü
ýòîò îòâåò î÷åíü ïðîñòî. Îêàçûâàåòñÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû 5 íå õâàòàåò, è
âîïðîñ ñòóäåíòîâ áûë â ñàìóþ òî÷êó! Âñåãî èç-çà îäíîé �ëèøíåé� áóêâû, íàì íóæíî,
êàê ìèíèìóì, 6 íóëåé è åäèíèö â êàæäîì �êîäîâîì ñëîâå�.

Äëè èíòåðåñóþùèõñÿ ÷èòàòåëåé â Ïðèëîæåíèè 10.2.1 ìû ïðèâîäèì âû÷èñëåíèÿ
÷èñëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö çàäàííîé äëèíû.

Èíòåðåñíî, ÷òî äîáàâëåíèå âñåãî îäíîé ïîçèöèè êîäà î÷åíü ñèëüíî ìåíÿåò äåëî.
Äëÿ ðóññêîãî àëôàâèòà íàì íóæíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû 6, à èõ óæå 64. Çíà÷èò,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû 6 íàì õâàòèò íå òîëüêî íà ðóññêèé àëôâèò, íî ìîæíî
äîáàâèòü åùå è ëàòèíñêèé àëôàâèò èç 26 áóêâ, è â çàïàñå åùå îñòàíåòñÿ 5 ñâîáîäíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëÿ çíàêîâ ïðèïåíàíèÿ.

Ñàìîå ãëàâíîå íàáëþäåíèå � ýòî ÷òî äîáàâëåíèå âñåãî îäíîé ïîçèöèè êîäà óâåëè-
÷èâûåò êîëè÷åñòâî ðàçíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âäâîå. Ïîòîìó ÷òî ëèøíþþ ïîçèöèþ
ìîæíî çàïîëíèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè � ëèáî íóëåì, ëèáî åäèíèöåé. Â ðåçóëüòàòå êî-
ëè÷åñòâî áóêâ, ñëîâ èëè ñîîáùåíèé, êîòîðûå ìû ìîæåì çàêîäèðîâàòü, âîçðàñòàåò ñ
äëèííîé êîäà ïî òàê íàçûâàåìîìó ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó, êàê ñòåïåíü äâîéêè.

�Ðàñòåò ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó� íà îáùåäîñòóïíîì ÿçûêå îçíà÷àåò �ðàñòåò
î÷åíü-î÷åíü áûñòðî�! Ïîìíèòå ëåãåíäó î òîì, êàê êîðîëü õîòåë íàãðàäèòü èçîáðåòàòå-
ëÿ øàõìàò? Óìíûé èçîáðåòàòåëü ïîïðîñèë êîðîëÿ ïîëîæèòü íà ïåðâóþ êëåòêó äîñêè
îäíî çåðíûøêî, íà âòîðóþ � äâà çåðíûøêà, íà òðåòüþ ÷åòûðå, è òàê äàëåå � â äâà ðà-
çà áîëüøå íà êàæäóþ ñëåäóþùóþ êëåòêó. Êîðîëü ñîãëàñèëñÿ, è áûë ïîòðÿñåí, êîãäà
âñåãî çåðíà â åãî àìáàðàõ íå õâàòèëî è íà ïîëîâèíó äîñêè. Òî÷íî òàê æå è êîëè÷å-
ñòâî âîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö âîçðàñòàåò î÷åíü áûñòðî ñ
èõ äëèíîé: 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, è òàê äàëåå.
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Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó êîëè÷åñòâîì ðàçíûõ êîäîâûõ ñëîâ è èõ
äëèííîé � ýòî àáñîëþòíî ôóíäàìåíòàëüíàÿ êîíöåïöèÿ â èíôîðìàòèêå è ïðîáëåìàõ
ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè.

Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè çàâèñèò íå òîëüêî îò äëèíû êîäà â êèëî-
áàéòàõ, íî åùå è îò òîãî, íàñêîëüêî èíôîðìàòèâíû ñëîâà, êîòîðûå ìû êîäèðóåì.
Åñòåñòâåííàÿ èëëþñòðàöèÿ � ýòî îòïðàâêà ñîîáùåíèÿ ïî òåëåãðàôó. Òàì êàæäîå ñëî-
âî ñòîèò äåíåã, è ëþäè ñòàðàþòñÿ íå èñïîëüçîâàòü ëèøíèõ ñëîâ, îòñûëàÿ ñîîáùåíèÿ
áåç ñîþçîâ è ïðåäëîãîâ, ïîòîìó ÷òî îíè ìåíåå èíôîðìàòèâíû, ÷åì ãëàãîëû è ñóùå-
ñòâèòåëüíûå.

Îñíîâíûå êîíöåïöèè î òîì, êàê èçìåðèòü êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, çàëîæåíû â
ôóíäàìåíòàëüíîé ðàáîòå Êëîäà Ýëâóäà Øýííîíà, îïóáëèêîâàííîé â 1949 ãîäó [24].
Ýòè êîíöåïöèè âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ ïîëîæèëè íà÷àëî ðàçâèòèþ èíôîðìàòèêè, è
ñòðîÿòñÿ îíè âñå íà òîé æå îñíîâîïîëàãàþùåé ýêñïîíåíöèàëüíîé çàâèñèìîñòè. Îäíà-
êî, ìû íå áóäåì óãëóáëÿòüñÿ äàëüøå â òåîðèþ èíôîðìàöèè, à âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î
òîì, êàê ñîñòàâèòü íàäåæíûå è ýôôåêòèâíûå êîäû.

4.3 Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Êàê âû óæå ïîíÿëè, êîä � ýòî ïðîñòî ëþáîé íàáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è
åäèíèö. Íî íå âñå êîäû îäèíàêîâî õîðîøè. Ðàçóìååòñÿ, õîðîøî, åñëè êàæäîå êîäî-
âîå ñëîâî äîñòàòî÷íî êîðîòêîå. Îá ýòîì ìû êàê ðàç ïîãîâîðèëè â ïðîøëîì ðàçäåëå.
Îäíàêî åñòü ãîðàçäî áîëåå èíòåðåñíûå õàðàêòåðèñòèêè êîäà, íåæåëè äëèíà êîäîâûõ
ñëîâ.

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ìû íà÷àëè ïåðåäâàòü íàøè êîäîâûå ñëîâà ïî êàíàëó ñâÿçè. Â
êàíàëå èíîãäà âîçíèêàþò ïîìåõè. Â ðåçóëüòàòå êàæäîé ïîìåõè ïåðåäàâàåìûé ñèìâîë
ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé: íîëü � íà åäèíèöó, åäèíèöà � íà íîëü. Ìîæíî ëè
ïîäîáðàòü êîäîâûå ñëîâà òàê, ÷òîáû âñå ïåðåäàâàåìûå ñèìâîëû, íåñìîòðÿ íà îøèáêè,
óäàëîñü îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü? Çâó÷èò êàê íàó÷íàÿ ôàíòàñòèêà! Íî îêàçûâàåòñÿ,
ñäåëàòü ýòî ìîæíî, íàäî ëèøü ïðàâèëüíî ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòåìà-
òè÷åñêóþ çàäà÷ó.

Äîïóñòèì, íàøè êîäîâûå ñëîâà äëèíû 6, íà êàæäîå êîäîâîå ñëîâî ïðèõîäèòñÿ
íå áîëåå îäíîé îøèáêè. Ïîñêîëüêó ýòî ïðîñòîé ïðèìåð, ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî íàø
ñëîâàðíûé çàïàñ õóæå, ÷åì ó Ýëëî÷êè-ëþäîåäêè èç �Äâåíàäöàòè ñòóëüåâ�, è ñîñòîèò
âñåãî èç òðåõ ñëîâ, êîòîðûå ìû çàêîäèðîâàëè òðåìÿ êîäîâûìè ñëîâàìè:

111000, 001110, 100011.

Êîíå÷íî, ìíîãî òàêèì êîäîì íå ïåðåäàøü, íî äëÿ ïðèìåðà ýòîãî äîñòàòî÷íî. Åùå
âàæíî, ÷òî ïîëó÷àòåëü çíàåò íàø �ñëîâàðü�, òî åñòü îæèäàåò îò íàñ ëèáî 111000, ëèáî
001110, ëèáî 100011, è íè÷åãî äðóãîãî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ñíà÷àëà ïåðåäàåì ñëîâî 111000. Â ðåçóëüòàòå íå áîëåå ÷åì
îäíîé îøèáêè (îøèáêè ìû âûäåëèëè êðàñíûì öâåòîì), îíî ìîæåò ïðåâðàòèòüñÿ â
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îäíî èç ñëîâ

111000,011000, 101000, 110000, 111100, 111010, 111001, (4.1)

âêëþ÷àÿ, êàê âèäèòå, ñàìî ñåáÿ. Àíàëîãè÷íî ïðè ïåðåäà÷å ñëîâà 001110 ìîæåò ïîëó-
÷èòüñÿ ëþáîå èç ñëîâ

001110,101110, 011110, 000110, 001010, 001100, 001111. (4.2)

Íàêîíåö, äëÿ 100011 ó íàñ ïîëó÷èòñÿ:

100011,000011, 110011, 101011, 100111, 100011, 100011. (4.3)

Çàìå÷àòåëüíî òî, ÷òî ñïèñêè (4.1)�(4.3) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Èíûìè ñëîâà-
ìè, åñëè íà äðóãîì êîíöå êàíàëà ñâÿçè ïîÿâëÿåòñÿ ëþáîå ñëîâî èç ñïèñêà (4.1), òî
ïîëó÷àòåëü òî÷íî çíàåò, ÷òî åìó ïåðåäàâàëè èìåííî ñëîâî 111000, à åñëè ïîÿâëÿåòñÿ
ëþáîå ñëîâî èç ñïèñêà (4.2), òî ïåðåäàâàëîñü ñëîâî 001110, è òî æå ñàìîå è ñî ñïèñêîì
(4.3). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî íàø êîä èñïðàâèë îäíó îøèáêó.

Çà ñ÷åò ÷åãî ïîëó÷èëîñü èñïðàâëåíèå? Çà ñ÷åò äâóõ ôàêòîðîâ. Âî-ïåðâûõ, ïîëó÷à-
òåëü çíàë âåñü �ñëîâàðü�. Êîãäà êîä ïåðåäàâàëñÿ âñåãî ñ îäíîé îøèáêîé, òî ïîëó÷àëîñü
ñëîâî, êîòîðîå â ñëîâàðü íå âõîäèò.

Âî-âòîðûõ, ñëîâà â ñëîâàðå áûëè âûáðàíû îñîáåííûì îáðàçîì. Äàæå åñëè ïîÿâ-
ëÿëàñü îøèáêà, ïîëó÷àòåëü íå ìîã ïåðåïóòàòü îäíî ñëîâî ñ äðóãèì. Íàïðèìåð, åñëè
íàø ñëîâàðü ñîñòîèò èç ñëîâ �äî÷êà�, �òî÷êà�, �êî÷êà�, è ïðè ïåðåäà÷å ïîëó÷èëîñü
�âî÷êà�, òî ïîëó÷àòåëü çíàåò, ÷òî ñëîâà �âî÷êà� íå áûâàåò, íî èñïðàâèòü îøèáêó îí
íå â ñîñòîÿíèè � ëþáîå èç òðåõ ñëîâ ìîãëî áûòü ïðàâèëüíûì. À åñëè âçÿòü ñëîâàðü
�òî÷êà�, �ãàëêà�, �âåòêà�, è ìû çíàåì, ÷òî äîïóñêàåòñÿ íå áîëüøå îäíîé îøèáêè, òî
�âî÷êà� ýòî çàâåäîìî �òî÷êà�, à íå �ãàëêà�. Â êîäàõ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè, ñëîâà
âûáèðàþòñÿ èìåííî òàê, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî �óçíàòü� äàæå ïîñëå îøèáêè. Ðàçíèöà
òîëüêî â òîì, ÷òî â êîäîâîì �àëôàâèòå� âñåãî äâå áóêâû � íîëü è åäèíèöà.

Ñîâåðøåííî ïîíÿòíî, ÷òî íàóãàä òàêèå êîäû ñîñòàâèòü íåâîçìîæíî. Çà ýòèì ñòîèò
öåëûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò. Íàì íóæíî íàó÷èòüñÿ ìåðèòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñëî-
âàìè è äàæå ðàáîòàòü ñ øàðàìè èç ñëîâ. ×òî ýòî òàêîå è êàê ýòî äåëàåòñÿ, íà ñàìîì
äåëå, ìîæåò ïîíÿòü ëþáîé ÷åëîâåê. Íèæå ìû ïîïðîáóåì îáúÿñíèòü, êàê ñîçäàþòñÿ
êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè, è êàêèå ïðè ýòîì âîçíèêàþò ïðîáëåìû.

4.4 Øàðû Õýììèíãà

Ìàòåìàòèêè óæå äàâíî äîãîâîðèëèñü, ÷òî òàêîå øàð. Øàð ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê,
êîòîðûå óäàëåíû îò öåíòðà íå áîëüøå, ÷åì íà êàêîå-òî çàäàííîå ðàññòîÿíèå. Ýòî
ðàññòîÿíèå îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé r � ðàäèóñ. Â íàøåì ïðèâû÷íîì òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå, ãäå ðàññòîÿíèÿ èçìåðÿþòñÿ â ìåòðàõ, ýòî âñåì ïðèâû÷íûé øàð, êàê íà
Ðèñóíêå 4.1.
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Ðèñ. 4.1: Øàð ðàäèóñà r â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Âñå òî÷êè óäàëåíû îò öåíòðà íå
áîëüøå, ÷åì íà ðàññòîÿíèå r. Èñòî÷íèê: https://en.wikipedia.org/wiki/Sphere.

Çàòî ïîíÿòèÿ òî÷êà è ðàññòîÿíèå â ìàòåìàòèêå àáñîëþòíî àáñòðàêòíûå. Åñòü
íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðàâèë, êîòîðûå äîëæíû âñåãäà âûïîëíÿòüñÿ, íî â ðàìêàõ ýòèõ
ïðàâèë � ïîëíàÿ ñâîáîäà. Òî÷êàìè ìîãóò áûòü ñèãíàëû, à ìîãóò áûòü êðèâûå, è äàæå
ðåçóëüòàòû ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. È ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè ìîæíî îïðåäåëèòü
ñàìûìè ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ �øàðû�, êîòîðûå ïðàêòè÷åñêè
íåâîçìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü. Òåì íå ìåíåå, ýòè àáñòðàêòíûå øàðû èãðàþò â ìàòå-
ìàòèêå î÷åíü áîëüøóþ ðîëü.

Â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, òî÷êà � ýòî êîäîâîå ñëîâî, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé
è åäèíèö çàäàííîé äëèíû. À ðàññòîÿíèåì ïðèíÿòî ñ÷èòàòü òàê íàçûâàåìîå ðàññòîÿíèå
Õýììèíãà.

Ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó äâóìÿ êîäîâûìè ñëîâàìè � ýòî âñåãî-íàâñåãî ÷èñ-
ëî ïîçèöèé, íà êîòîðûõ ó ýòèõ ñëîâ ñòîÿò ðàçíûå ñèìâîëû: ó îäíîãî 0, à ó äðóãîãî
� 1. Íàïðèìåð, íà Ðèñóíêå 4.2 ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó äâóìÿ êîäîâûìè ñëîâà-
ìè ðàâíî 3. Ìû âûäåëèëè â êðàñíûå ðàìêè òå ïîçèöèè, ãäå ýòè äâà êîäîâûå ñëîâà
îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà.

Ðèñ. 4.2: Ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó äâóìÿ êîäîâûìè ñëîâàìè � ÷èñëî ïîçèöèé,
íà êîòîðûõ ó ýòèõ ñëîâ ñòîÿò ðàçíûå ñèìâîëû. Íà ðèñóíêå ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî òðè.
Ïîçèöèè, ãäå äâà êîäîâûõ ñëîâà îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà âûäåëåíû â êðàñíûå ðàìêè.

×òî ïðîèñõîäèò, åñëè ïðè ïåðåäà÷å, ñêàæåì, ñëîâà 111000 ïðîèçîøëî îäíà îøèáêà?
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Ïîëó÷èòñÿ äðóãîå ñëîâî, êîòîðîå áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò 111000 âñåãî íà îäíîé ïîçèöèè.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åñëè ó íàñ ïðè ïåðåäà÷å ïðîèñõîäèò íå áîëüøå îäíîé îøèáêè, òî
ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó îòïðàâëåííûì è ïîëó÷åííûì êîäîâûì ñëîâîì áóäåò íå
áîëüøå, ÷åì îäèí. Äàâàéòå ñíîâà ïîñìîòðèì íà ñïèñîê (4.1) ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà:

111000,011000, 101000, 110000, 111100, 111010, 111001.

Ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó ñëîâîì 111000 è ëþáûì äðóãèì ñëîâîì èç ýòîãî ñïèñêà
íå ïðåâîñõîäèò 1. Çíà÷èò, ýòîò ñïèñîê � íå ÷òî èíîå, êàê øàð ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì
111000!

Êñòàòè, ïîäîáíîå îïðåäåëåíèå ìîæíî ââåñòè è äëÿ îáû÷íûõ ñëîâ ðóññêîãî ÿçûâà
îäèíàêîâîé äëèíû. Íàïðèìåð, ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó ñëîâàìè �äî÷êà� è �òî÷êà�
ðàâíî åäèíèöå, à ìåæäó ñëîâàìè �òî÷êà� è �ãàëêà� ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ðàâíî òðåì.
Åñëè ñëîâî �òî÷êà� � ýòî öåíòð øàðà Õýììèíãà, òî ñëîâî �äî÷êà� âõîäèò â ýòîò øàð,
à ñëîâî �ãàëêà� � íåò.

Øàðû Õýììèíãà î÷åíü òðóäíî ñåáå ïðåäñòàâèòü äàæå äëÿ ìàëåíüêèõ êîäîâ. Íà
Ðèñóíêå 4.3 ìû èçîáðàçèëè ðàññòîÿíèÿ Õýììèíãà ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè äëèíû
3. Ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ðàâíîå íóëó îáîçíà÷åíî áåëûì öâåòîì, îäèí � êðàñíûì, äâà
� îðàíæåâûì, è òðè � æåëòûì. Åñëè âçÿòü îäíó èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé çà öåíòð

Ðèñ. 4.3: Ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó êîäîâûìè äëèíû òðè. Ñïðàâà èçîáðàæåí öâå-
òîâîé êîä. Ðàññòîÿíèå Õýììèíãà: 0=áåëûé, 1=êðàñíûé, 2=îðàíæåâûé, 3=æåëòûé.

è ïîñìîòîðåòü íà ñîîòâåòñòâóþùåþ êîëîíêó, òî øàð Õýììèíãà ðàäèóñà îäèí � ýòî
âñå êâàäðàòèêè, êîòîðûå îáîçíà÷åíû áåëûì è êðàñíûì. Íàïðèìåð, äëÿ ñëîâà 000 ýòî
ñëîâà 000, 001, 010, 100. Ñðàçó âèäíî, ÷òî ðàñïîëîæåíèå áåëûõ è êðàñíûõ êâàäðàòèêîâ
â êîëîíêàõ íåîäèíàêîâîå, õîòÿ êîíå÷íî â ðèñóíêå ìíîãî çàêîíîìåðíîñòåé. Íàïðèìåð,
áåëî-êðàñíûé ðèñóíîê àáñîëþòíî ñèììåòðè÷åí îðàíæåâî-æåëòîìó.
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Êîäîâûå ñëîâà äëèíîé 3 ýòî î÷åíü ïðîñòîé ïðèìåð, èõ âñåãî âîñåìü. Ñòîèò ÷óòü
óâåëè÷èòü äëèíó êîäîâîãî ñëîâà, è èç-çà óæå çíàêîìîãî íàì ýêñïîíåíöèàëüíîãî çàêîíà
ñëîâ ñòàíåò òàê ìíîãî, ÷òî êàðòèíêà íàì íå ïîìîæåò. Äëÿ ïðèìåðà, íà Ðèñóíêå 4.4(à)
èçîáðàæåíû ðàññòîÿíèÿ Õýììèíãà ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè äëèíû 8, à ýòî âñåãî
îäèí áàéò. Òàêèõ ñëîâ 256. Ýòîò ðèñóíîê ìû âçÿëè ñ âåáñòðàíèöû ïðîôåññîðà Äæîíà
Ê. Ñëýíè èç Àâñòðàëèéñêîãî Íàöèîíàëüíîãî Óíèâåðñèòåòà. Íà Ðèñóíêå 4.4(á) ìû
óâåëè÷èëè öåíòðàëüíûé êâàäðàò (îáîçíà÷åííûé íà ðèñóíêå (à) ÷åðíîé ðàìî÷êîé),
÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ìû ïî-ïðåæíåìó âèäèì òó æå ñèììåòðèþ è òå æå ñòðóêòóðû, ÷òî
è â êîäîâûõ ñëîâàõ äëèíû òðè. Øàðû Õýììèíãà, íàïðèìåð, ðàäèóñà äâà, ìîæíî íàéòè

Ðèñ. 4.4: (à) Ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó êîäîâûìè äëèíû âîñåìü. Ñïðàâà èçîáðàæåí
öâåòîâîé êîä. Ðàññòîÿíèå Õýììèíãà: 0=áåëûé, 1=êðàñíûé, 2=îðàíæåâûé, 3=æåëòûé,
4=çåëåíûé, 5=ñâåòëî-ãîëóáîé, 6=ñâåòëî-ñèíèé, 7=ñèíèé, 8=òåìíî-ñèíèé. (á) Öåí-
òðàëüíûé êâàäðàò, âûäåëåííûé íà ðèñóíêå (à) ÷åðíîé ðàìêîé. Ñîçäàòåëü ðèñóíêà:
Äæîí Ê. Ñëåéíè (John K. Slaney). Èñòî÷íèê http://users.cecs.anu.edu.au/~jks/

Hamming.html.

íà Ðèñóíêå 4.4(à), åñëè âçÿòü îäíó âåðòèêàëüíóþ êîëîíêó è îòìåòèòü âñå êðîøå÷íûå
êâàäðàòèêè, çàêðàøåííûå áåëûì, êðàñíûì è îðàíæâûì öâåòîì.

Ïîíÿòíî, ÷òî òàêàÿ êàðòèíêà íèêàê íå ïîìîæåò íàì íàéòè õîðîøèé êîä. Îíà ñêî-
ðåå ïîõîæà íà êðàñèâûé êîâðèê. Íàì íóæåí äðóãîé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, è ê
ñ÷àñòüþ, òàêîé àïïàðàò åñòü. Òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ êîìáèíàòîðèêîé �
íàóêîé î êîìáèíàöèÿõ òåõ èëè èíûõ îáúåêòîâ.

Âîçìîæíî, âû óæå óâèäåëè ñâÿçü ìåæäó øàðàìè Õýììèíãà è êîäàìè, èñïðàâëÿ-
þùèìè îøèáêè. Äîïóñòèì, ìû ïåðåäàåì êîäîâûå ñëîâà äëèíû 10 è õîòèì, ÷òîáû
êîä èñïðàâëÿë 2 îøèáêè. Òîãäà íàäî ïîñòðîèòü òàêîé êîä, ÷òîáû øàðû ñ öåíòðàìè
â êîäîâûõ ñëîâàõ è ðàäèóñàìè 2 ïîïàðíî íå ïåðåñåêàëèñü. Âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íóëåé è åäèíèö â òàêîì øàðå áóäóò îçíà÷àòü îäíî è òî æå êîäîâîå ñëîâî. Âûðàæà-
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ÿñü ïî-äðóãîìó, êîäîâûå ñëîâà äîëæíû îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ïðè íàëè÷èå äâóõ îøèáîê èõ íåâîçìîæíî áûëî ïåðåïóòàòü. Íà ÿçûêå ìàòåìàòèêè
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèÿ Õýììèíãà ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè äîëæíû áûòü êàê
ìèíèìóì 5.

Ïðè ïîñòðîåíèè êîäîâ âîçíèêàåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî èíòåðåñíûõ âîïðîñîâ. Íà-
ïðèìåð, î÷åíü âàæíî, ÷òîáû êîëè÷åñòâî êîäîâûõ ñëîâ áûëî êàê ìîæíî áoëüøèì: ÷åì
îíî áîëüøå, òåì áîëüøå èíôîðìàöèè ìû ñìîæåì ïåðåäàòü ïî êàíàëó ñâÿçè, èñïðàâ-
ëÿÿ ïðè ýòîì çàäàííîå íàïåðåä êîëè÷åñòâî îøèáîê (õàðàêòåðíîå äëÿ äàííîãî êàíàëà
ñâÿçè). Îòûñêàíèå ìàêñèìàëüíûõ êîäîâ ïðè çàäàííîé äëèíå êîäîâîãî ñëîâà è êîëè-
÷åñòâå îøèáîê � êðàéíå òðóäíàÿ è íå äî êîíöà ðåøåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à. Ïî
ñóòè, ýòî çàäà÷à êîìáèíàòîðèêè, õîòü è ìîòèâèðîâàíà îíà ñîâåðøåííî ïðàêòè÷åñêèìè
âîïðîñàìè êîäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè.

4.5 Èñòîðèÿ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè

Îäíèì èç îñíîâàòåëåé ñîâðåìåííîé òåîðèè êîäèðîâàíèÿ áûë Ðè÷àðä Õýììèíã (Richard
Hamming), èìåíåì êîòîðîãî íàçâàíû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè. Ýòî áûë
êîíåö 40-õ ãîäîâ ÕÕ âåêà, Õýììèíã ðàáîòàë â Bell Labs, è çàíèìàëñÿ ïðîáëåìàìè
ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè.

Õýììèíã çàìåòèë, ÷òî â êîäå, èñïðàâëÿþùåì îøèáêè, êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ êî-
äîâûõ ñëîâ íåèçáåæíî äîëæíî áûòü îãðàíè÷åíî. Íàïðèìåð, ìû õîòèì ïîñòðîèòü êîä
èç ñëîâ äëèíû 10, êîòîðûé èñïðàâëÿåò äâå îøèáêè. Ñêîëüêî ðàçíûõ êîäîâûõ ñëîâ ìû
ìîæåì èñïîëüçîâàòü? Äîïóñòèì, ìû âûáðàëè êîäîâîå ñëîâî 0000011111, ÷òîáû çàêîäè-
ðîâàòü áóêâó �à�. Òåïåðü âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ðàñòîÿíèè Õýììèíãà îäèí èëè äâà
îò 0000011111, òî åñòü â øàðå ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì 0000011111, íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü
äëÿ êîäèðîâàíèÿ íèêàêîé äðóãîé èíôîðìàöèè. Îíè íàì íóæíû, ÷òîáû èñïðàâëÿòü
îøèáêè ïðè ïåðåäà÷å áóêâû �à�. Òàêîé øàð ñîäåðæèò 56 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïîëó-
÷àåòñÿ, ÷òî íà êàæäîå êîäîâîå ñëîâî, êîòîðîå ÷òî-òî îçíà÷àåò, ïðèõîäèòñÿ 56 ñëîâ,
÷òîáû èñïðàâèòü îøèáêè. Ïîýòîìó ìû ìîæåì çàêîäèðîâàòü íå 1024, à âñåãî ëèøü
1024/56, òî åñòü 18 ðàçíûõ ñèìâîëîâ èëè ñîîáùåíèé. Åñëè ýòîãî ìàëî, íàïðèìåð, åñëè
ìû õîòèì çàêîäèðîâàòü ðóññêèé àëôàâèò, òî äëèíó êîäîâûõ ñëîâ ïðèäåòñÿ óâåëè÷èòü.
Ýòî óâåëè÷èò êîëè÷åñòâî êèëîáàéòîâ, íî òàêîâà öåíà çà èñïðàâëåíèå îøèáîê.

Ðàññóæäàÿ ïðèìåðíî òàê, êàê ìû îïèñàëè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, Õýììèíã ïî-
ëó÷èë ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñëîâ ëþáîé äëèíû ñ èñïðàâëåíèåì ëþáîãî çàäàííîãî
êîëè÷åñòâà îøèáîê. Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé Õýììèíãà.

Äëÿ ïîäãîòîâëåííîãî ÷èòàòåëÿ â Ïðèëîæåíèè 10.2.2 ìû ïðèâîäèì òî÷íóþ ôîð-
ìóëó ãðàíèöû Õýììèíãà è åå äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì ñëó÷àå.

Çàìåòèì, ãðàíèöà Õýììèíãà � ýòî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ñëîâ â êîäå, èñ-
ïðàâëÿþùåì îøèáêè. Ýòîò åùå íå îçíà÷àåò, ÷òî òàêîé ìàêñèìàëüíûé êîä ìîæíî íàé-
òè. Ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ îáû÷íûìè øàðàìè. Íåâîçìîæíî óëîæèòü
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êðóãëûå àïåëüñèíû â âåäðî èëè êîðîáêó òàê, ÷òîáû ìåæäó ñîñåäíèìè àïåëüñèíàìè íå
áûëî ïóñòîò! Ãäå æå ãàðàíòèÿ, ÷òî âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç íóëåé è åäèíèö ìîæíî
ðàçáèòü íà øàðû Õýììèíãà, ÷òîáû ýòè øàðû íå ïåðåñåêàëèñü, è ìåæäó íèìè íå áûëî
ñâîáîäíîãî ìåñòà? Îêàçûâàåòñÿ, òàêîå ðàçáèåíèå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äåéñòâèòåëüíî
âîçìîæíî. Ìû íå ñòàíåì çäåñü îïèñûâàòü êîíñòðóêöèþ, åå ìîæíî íàéòè â áîëåå ñïå-
öèàëüíîé ëèòåðàòóðå (ñì. [1]).

Âïðî÷åì, ñäåëàíî â ýòîì íàïðàâëåíèè äàëåêî íå âñå. Êîíñòðóêöèè åñòü, íî òîëüêî
àñèìïòîòè÷åñêèå, òî åñòü êîãäà äëèíà êîäîâîãî ñëîâà î÷åíü áîëüøàÿ è óâåëè÷è-
âàåòñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè, à êîëè÷åñòâî îøèáîê ïðè ýòî ìàëåíüêîå è ôèêñèðîâàííîå.
Îäíàêî âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ÷åì äëèííåå êîäîâîå ñëîâî, òåì áîëüøå îøè-
áîê. Â ýòîé ñèòóàöèè ïðîáëåìà îòûñêàíèÿ ïðàâèëüíûõ âåðõíèõ ãðàíèö è ïîñòðîåíèÿ
ìàêñèìàëüíûõ êîäîâ ïî-ïðåæíåìó îòêðûòà! Áîëåå òîãî, â ýòîé ñèòóàöèè èçâåñòíî,
÷òî ãðàíèöà Õýììèíãà, êàê ïðàâèëî, íå òî÷íà, è åñòü åùå ìàññà áîëåå àêêóðàòíûõ
îöåíîê, ñðåäè êîòîðûõ è îöåíêà, ïðèíàäëåæàùàÿ çàìå÷àòåëüíîìó ðîññèéñêîìó ìàòå-
ìàòèêó Âëàäèìèðó Èîñèôîâè÷ó Ëåâåíøòåéíó, è òàê íàçûâàåìûå ãðàíèöû ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòè êîíñòðóêöèè î÷åíü ñëîæíû è âûõîäÿò äàëåêî çà ðàìêè íàøåé
êíèãè.

Îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàþò òàê íàçûâàåìûå ðàâíîâåñíûå êîäû. Â ýòèõ êîäàõ âñå
êîäîâûå ñëîâà ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî åäèíèö. Äëÿ òàêèõ êîäîâ ìîæíî íàé-
òè ãðàíèöó, àíàëîãè÷íóþ ãðàíèöå Õýììèíãà. È ñíîâà âñòàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè
ðàâíîâåñíîãî êîäà, äîñòèãàþùåãî ïîëó÷åííóþ ãðàíèöó. Â íà÷àëå 80-õ ãîäîâ ÕÕ âåêà
Âîéöåõ Ð¼äëü (Vojt�ech R�odl)ïðèäóìàë î÷åíü õèòðóþ âåðîÿòíîñòíóþ òåõíèêó, ïîçâî-
ëèâøóþ äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñíûõ êîäîâ, â êîòîðûõ ÷èñëî êîäîâûõ ñëîâ
àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî âåðõíåé ãðàíèöå (ñì. [2]).

Òîëüêî ïàðó ëåò íàçàä Ïèòåð Êèâàø (Peter Keevash) èç Îêñôîðäñêîãî óíèâåðòñè-
òåòà îáúÿâèë î ïîñòðîåíèè ðàâíîâåñíûõ êîäîâ, â êîòîðûõ êîëè÷åñòâî ñëîâ äîñòèãàåò
òåîðåòè÷åñêóþ âåðõíþþ ãðàíèöó. Ýòî î÷åíü îáúåìíàÿ è òðóäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðà-
áîòà, êîòîðàÿ äî ñèõ ïîð òùàòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ è ïîòîìó îïóáëèêîâàíà òîëüêî â
Èíòåðíåòå (ñì. [19]).

×òî æå êàñàåòñÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ÷èñëî îøèáîê è ÷èñëî åäèíèö â ðàâíîâåñíîì êî-
äå ïðîïîðöèîíàëüíû äëèíå êîäîâîãî ñëîâà, òî çäåñü âñå ïîêà ñîâñåì áåçíàäåæíî. À
èìåííî ýòè ñëó÷àè îñîáåííî âàæíû! Âîò òàêàÿ îíà, ìàòåìàòèêà. Íà ïåðâûé âçãëÿä êà-
æåòñÿ, ÷òî âñå äàâíî ñäåëàíî. À íà ñàìîì äåëå âîïðîñîâ, íà êîòîðûå ïî-ïðåæíåìó íåò
îòâåòîâ, íåñìîòðÿ íà âñþ åñòåñòâåííîñòü èõ ïîñòàíîâîê è èõ âàæíîñòü äëÿ ïðàêòèêè,
åäâà ëè íå áîëüøå, ÷åì âîïðîñîâ, îòâåòû íà êîòîðûå óæå ïîëó÷åíû.

4.6 Ìîæåì ëè ìû çàêîäèðîâàòü âñå ïîäðÿä

Âñå, ÷òî ìû íàïèñàëè â ýòîé ãëàâå â îñíîâíîì ïðèìåíèìî ê êîäèðîâàíèþ òåêñòîâ. Ñ
äðóãèìè âèäàìè èíôîðìàöèè âîçíèêàþò ñâîè îñîáåííîñòè.

Êàê, íàïðèìåð, çàêîäèðîâàòü öâåò? Ñêîðåå âñåãî, âû íå ðàç îòïðàâëÿëè, ïîëó÷àëè
èëè ïî êðàéíåé ìåðå âèäåëè â Èíòåðíåòå öâåòíûå ôîòîãðàôèè. Çíà÷èò, çàêîäèðîâàòü
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öâåò ìîæíî, è ëþäè óæå íàó÷èëèñü ýòî äåëàòü. Íà ñàìîì äåëå, çàäà÷à ýòà î÷åíü íåòðè-
âèàëüíàÿ, è ðåøèòü åå ïîëó÷èëîñü òîëüêî ïîòîìó, ÷òî, îêàçûâàåòñÿ, ëþáîé öâåò ìîæíî
ðàçáèòü íà òðè êîìïîíåíòà: êðàñíûé, çåëåíûé è ñèíèé. Ëþáîé îòòåíîê îïðåäåëÿåòñÿ
âñåãî ëèøü èíòåíñèâíîñòüþ ýòèõ òðåõ îñíîâíûõ öâåòîâ. Òàê óñòðîåí íàø öâåòíîé ìèð,
òàêîé âîò ïîäàðîê äëÿ êîäèðîâàíèÿ. Åñëè áû ïðèðîäà öâåòà áûëà äðóãàÿ, òî íèêàêèõ
öâåòíûõ ôîòîãðàôèé íàì áû ïåðåñëàòü íå óäàëîñü.

Åñëè âàì êîãäà-íèáóäü ïðèõîäèëîñü èñïîëüçîâàòü íåñòðàíäàðòíûå öâåòà â îáû÷-
íûõ ïðîãðàììàõ òèïàWord èëè PowerPoint, òî âû âîçìîæíî çàìåòèëè ýòó îïöèþ, ãäå
èíòåíñèâíîñòü êðàñíîãî, çåëåíîãî è ñèíåãî ìîæíî çàäàòü âðó÷íóþ. Îáû÷íî ýòà èíòåí-
ñèâíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ìåæäó 0 è 255. Âñåãî 256 âàðèàíòîâ � ðîâíî ïî êîëè÷å-
ñòâó ðàçíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö äëèíû âîñåìü, òî åñòü îäèí áàéò.
Â ðåçóëüòàòå íàì íóæíî âñåãî òðè áàéòà, ÷òîáû çàêîäèðîâàòü 256·256·256 = 16 777 216
� áîëåå øåñòíàäöàòè ñ ïîëîâèíîé ìèëëèîíîâ îòòåíêîâ êîìïüþòåðíîé ïàëèòðû.

Åñëè îáîçíà÷àòü èíòåíñèâíîñòü öâåòîâ öèôðàìè òîãî æå öâåòà, òî 0-0-0 � ýòî ÷åð-
íûé öâåò, 255-255-255 � ýòî áåëûé. Åñëè èíòåíñèâíîñòü êðàñíîãî, çåëåíîãî è ñèíåãî
îäèíàêîâàÿ, òî ìåæäó ÷åðíûì è áåëûì ïîëó÷èòñÿ öåëûõ 254 îòòåíêà ñåðîãî. À æåë-
òûé ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè âçÿòü ñ îäèíàêîâîé èíòåíñèâíîñòüþ êðàñíûé è çåëåíûé.
Íà Ðèñóíêå 4.5 ìû èçîáðàçèëè ïðèìåð êðàñíî-çåëåíî-ñèíåãî êîäà äëÿ öâåòîâ ðàäóãè.

Ðèñ. 4.5: Ïðèìåð öâåòîâîãî êîäà äëÿ öâåòîâ ðàäóãè. Èíòåíñèâíîñòü îñíîâíûõ öâåòîâ
� êðàñíîãî, çåëåíîãî è ñèíåãî � îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì îò 0 äî 255.

Äîïîëíèòåëüíûå î÷åíü ñåðüåçíûå ïðîáëåìû âîçíèêàþò, êîãäà íóæíî ïåðåäàòü ôèëüì.
Åñëè êîäèðîâàòü êàæäóþ òî÷êó êàæäîãî êàäðà, òî ïîíàäîáèñÿ òàêîå êîëè÷åñòâî ãè-
ãàáàéòîâ, ÷òî ýòî íå óìåñòèòñÿ â ïÿìÿòè íè îäíîãî êîìïüþòåðà. Ïîýòîìó öèôðîâîå
âèäåî ïîÿâèëîñü îòíîñèòåëüíî íåäàâíî.

Çäåñü íóæíî áûëî ðåøèòü çàäà÷ó äðóãîãî ðîäà � çàäà÷ó ñæàòèÿ äàííûõ: êàê
ñäåëàòü êîä êàê ìîæíî êîðî÷å, è ïðè ýòîì íå ïîòåðÿòü èíôîðìàöèþ. Òàêèå çàäà÷è
âîçíèêàþò ÷àñòî, êîãäà íóæíî õðàíèòü è èñïîëüçîâàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî èíôîð-
ìàöèè. Èìåííî ýòó çàäà÷ó ðåøàþò ïðîãðàììû äëÿ àðõèâèðîâàíèÿ, òèïà Zip.
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Ñòàíäàðòíûé ñïîñîá ñæàòèÿ äàííûõ äëÿ ôèëüìà � ýòî êîäèðîâàòü ïîëíîñòüþ ïåð-
âûé êàäð, à çàòåì êîäèðîâàòü íå êàæäûé êàäð îòäåëüíî, à òîëüêî èçìåíåíèÿ. Íî åñëè
íàì íóæíî ñîõðàíèòü èíôîðìàöèþ äðóãîãî ðîäà, íàïðèìåð, êòî ñ êåì äðóæèò íà
Ôåéñáóê, òî òðåáóþòñÿ ñîâåðøåííî äðóãèå ñïîñîáû ñæàòèÿ äàííûõ. È îíè, êñòàòè,
òîæå óæå ðàçðàáîòàíû.

À âîò ñî çâóêîì âñå íàìíîãî ñëîæíåå. Ìû äî ñèõ ïîð íå óìååì êîäèðîâàòü çâó÷àíèå
ñèìôîíè÷åñêîãî îðêåñòðà òàê, ÷òîáû åãî òðàíñëÿöèÿ çâó÷àëà êàê â êîíöåðòíîì çàëå.

Ýòà çàäà÷à âûõîäèò çà ðàìêè íå òîëüêî íàøåé êíèãè, íî è ìàòåìàòèêè. Ìàòåìà-
òèêà � âåëèêàÿ íàóêà, íî åå âîçìîæíîñòè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ òîëüêî íà òå îáúåêòû,
êîòîðûå ïîääàþòñÿ ôîðìàëüíîìó îïèñàíèþ, áóêâàìè è ÷èñëàìè. Ìàòåìàòèêè íàó÷è-
ëèñü êîäèðîâàòü òåêñò ïîòîìó, ÷òî êîãäà-òî ëþäè èçîáðåëè ñëîâà è àëôàâèò. Ìàòå-
ìàòèêè óìåþò êîäèðîâàòü öâåò, ïîòîìó ÷òî ôèçèêè îáíàðóæèëè, ÷òî ëþáîé îòòåíîê
îïðåäåëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ êðàñíîãî, ñèíåãî è çåëåíîãî. Íåñîìíåííî ìàòåìàòèêè
ïðèäóìàëè áû ýôôåêòèâíûå êîäû äëÿ æèâîãî çâóêà, åñëè áû õîòü êòî-íèáóäü ñó-
ìåë îïèñàòü, èç êàêèõ ñèãíàëîâ è èíòåíñèâíîñòåé îí ñêëàäûâàåòñÿ. Íî, ê ñîæàëåíèþ,
ñäåëàòü ýòî èñ÷åðïûâàþùèì îáðàçîì ïîêà íèêîìó íå óäàëîñü.
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Ãëàâà 5

Íàäåæíîñòü Èíòåðíåòà

5.1 Ñâÿçàííûå îäíîé ñåòüþ

Ïðàêòè÷åñêè êàæäûé èç íàñ åæåäíåâíî ïîëüçóåòñÿ Èíòåðíåòîì. Èíòåðíåò � ýòî ñåòü
êîìïüþòåðîâ è ñåðâåðîâ, êîòîðûå ôèçè÷åñêè ñîåäåíåíû êàíàëàìè ñâÿçè äëÿ ïåðåäà÷è
öèôðîâîé èíôîðìàöèè ñ îäíîãî ñåðâåðà íà äðóãîé.

Ñèãíàë èäåò ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, ïîýòîìó ñîâåðøåííî íåâàæíî, ãäå íàõîäÿòñÿ ñåð-
âåðû � â Ðîññèè, â ÑØÀ èëè Àâñòðàëèè. Ïðîéäåííûå ðàññòîÿíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå
âëèÿþò íà ñêîðîñòü ïåðåäà÷è. Ìû âñå óæå äàâíî ïðèâûêëè, ÷òî å-ìåéëû è âàòñàï
äîõîäÿò â ñ÷èòàííûå ñåêóíäû, âåá-ñòðàíèöû ãðóçÿòñÿ áûñòðî, à íàø ãîëîñ è äàæå
èçîáðàæåíèå ïåðåäàåòñÿ ïî Ñêàéïó â ðåàëüíîì âðåìåíè.

Íî åñëè çàäóìàòüñÿ, òî ãäå ãàðàíòèÿ, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ëþáîé ñåðâåð
ìèðà ìîæåò ñâÿçàòüñÿ ñ ëþáûì äðóãèì?

Â êàêîé-òî ñòåïåíè, Èíòåðíåò ìîæíî ñðàâíèòü ñ ñèñòåìîé æåëåçíûõ äîðîã. Îò
ëþáîé ñòàíöèè ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîé äðóãîé. Íî æåëåçíûå äîðîãè ñïëàíèðîâàíû
öåíòðàëèçèðîâàííûì îáðàçîì, èõ ïëàí ïðîøåë ìíîæåñòâà èíñòàíöèé.

Èíòåðíåò � ñîâñåì äðóãîå äåëî. Îñíîâíûå êàíàëû ñâÿçè (îáû÷íî ýòî âîëîêîííî-
îïòè÷åñêèå ëèíèè) ïðèíàäëåæàò ñàìûì ðàçíûì âëàäåëüöàì: êîìïàíèÿì è îðãàíèçà-
öèÿì, íàïðèìåð, êðóïíûì îïåðàòîðàì òåëåôîííîé è ìîáèëüíîé ñâÿçè. Âìåñòå îíè
ñîñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìóþ îïîðíóþ ñåòü Èíòåðíåòà.

Áîëüøèíñòâî êîìïàíèé, â òîì ÷èñëå è ìíîãèå Èíòåðíåò ïðîâàéäåðû, çàêëþ÷àþò
äîãîâîðû íà ïîëüçîâàíèå êàíàëàìè ñâÿçè è ïëàòÿò àðåíäó. Êàê òîëüêî ïîÿâëÿåòñÿ
âûõîä ê îïîðíîé ñåòè, ìîæíî íà÷èíàòü ñòðîèòü ñîáñòåííóþ ñåòü, ïðèñîåäèíÿòü íîâûå
ñåðâåðà è êîìïüþòåðû. Âîçíèêàþò ëîêàëüíûå ñåòè, îíè ñîåäèíÿòþñÿ äðóã ñ äðóãîì,
îáðàçóþò áîëåå êðóïíûå ñåòè, è òàê äàëåå. È âñå ýòè ãèãàíòñêèå ñåòè ñåòåé ñîåäèíåíû
öåíòðàëüíîé, îïîðíîé ñåòüþ. Îòñþäà è íàçâàíèå Èíòåðíåò (Internet): net ïî-àíãëèéñêè
îçíà÷àåò ñåòü.

Íè îäèí ÷åëîâåê è íè îäíà êîìïàíèÿ â ìèðå íå îòâå÷àåò çà òî, ÷òîáû ñåðâåð, ÷åðåç
êîòîðûé âû ïðèñîåäèíèëèñü ê Èíòåðíåòó, áûë ñâÿçàí ñ äðóãèì ñåðâåðîì íà îñòðîâå
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Êåíãóðó.1 Íî âñÿ ñèñòåìà ïî ñâîåé ïðèðîäå óñòðîåíà òàê, ÷òî ñâÿçü ãàðàíòèðîâàíà.
Èíòåðíåò � ãèãàíñòêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ òåõíîëîãè÷åñêàÿ è êîììåð÷åñêàÿ êîíñòðóê-
öèÿ, áåç êîòîðîé ìû óæå íå ìîæåì æèòü, � ïðåêðàñíî îáõîäèòñÿ áåç ïðàâëåíèÿ è
ïðàâèòåëüñòà. Åñëè çàäóìàòüñÿ, òî ýòî ïðîñòî ïîðàçèòåëüíî!

Åùå ïîðàçèòåëüíåå, ÷òî ñâÿçü ïðàêòè÷åñêè íèêîãäà íå òåðÿåòñÿ, õîòÿ â êàíàëàõ
ñâÿçè ñëó÷àþòñÿ íåïîëàäêè, è àáñîëþòíî ðåãóëÿðíûå ïåðåãðóçêè. Ìîæåò ëè Èíòåð-
íåò, õîòÿ áû âðåìåííî, �ðàçâàëèòüñÿ íà êóñî÷êè�? Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ, ÷òî èç-çà
íåïîëàäîê ãäå-òî ïî äîðîãå, âàø ñåðâåð îêàæåòñÿ ïîëíîñòüþ îòðåçàííûì îò îñòðîâà
Êåíãóðó? Íà ñàìîì äåëå, ýòî î÷åíü ñëîæíûé âîïðîñ, íà êîòîðûé íåò îäíîçíà÷íîãî
îòâåòà. Ïðè ýòîì èç îïûòà ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî Èíòåðíåò íåâåðîÿòíî óñòîé÷èâ ê
ïîìåõàì. Ñîãëàñèòåñü, ÷òî åñëè âàø ñåðâåð è ñåðâåð ïîëó÷àòåëÿ èñïðàâåí, òî èíôîð-
ìàöèÿ âñåãäà ïðîõîäèò ÷åðåç ñåòü áåçî âñÿêèõ ïðîáëåì.

Ýòà ãëàâà î òîì, êàê ìû ìîæåì, õîòÿ áû ÷àñòè÷íî, ïîíÿòü è îáúÿñíèòü óäèâèòåëü-
íóþ ñòàáèëüíîñòü Èíòåðíåòà.

5.2 Ñåòè è ïîìåõè

Íà÷íåì ñ ïðîñòîãî ïðèìåðà. Äîïóñòèì, íàø Èíòåðíåò ñîñòîèò âñåãî èç òðåõ êîìïüþ-
òåðîâ, êîòîðûå ñîåäåíèíû äðóã ñ äðóãîì, êàê íà Ðèñóíêå 5.1. Åñëè âñå òðè êàíàëà

Ðèñ. 5.1: Ìèíè-Èíòåðíåò èç òðåõ êîìïüþòåðîâ, ñîåäèíåííûõ êàíàëàìè ñâÿçè. Âñå òðè
êàíàëà ðàáîòàþò, âñå òðè êîìïüþòåðà ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ èíôîðìàöèåé.

ñâÿçè ðàáîòàþò, òî íèêàêèõ ïðîáëåì, âñå òðè êîìïüþòåðà ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ èíôîð-
ìàöèåé.

Òåïåðü äîïóñòèì, â îäíîì èç êàíàëîâ ñâÿçè âîçíèêëè ïîìåõè, è ïåðåäàòü ïî íåìó
â äàííûé ìîìåíò íè÷åãî íåëüçÿ. Ìû èçîáðàçèëè ýòó ñèòóàöèþ íà Ðèñóíêå 5.2. Ñðàçó
âèäíî, ÷òî íàø ìèíè-Èíòåðíåò íå ðàñïàëñÿ. Åñëè ïðÿìàÿ ñâÿçü ìåæäó Êîìïüþòåðà-
ìè 1 è 2 ïîòåðÿíà, òî îíè ïî-ïðåæíåìó ìîãóò ïåðåäàòü äðóã äðóãó èíôîðìàöèþ ÷åðåç
Êîìïüþòåð 3. Çàìåòèò ëè ïîëüçîâàòåëü íåïîëàäêó â êàíàëå? Ñêîðåå âñåãî, íåò. Ïî-
ñêîëüêó ñèãíàë èäåò ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, òî íåò íèêàêîé ðàçíèöû â ñêîðîñòè äîñòàâêè

1Òàêîé îñòðîâ ïðàâäà åñòü, íàñåëåíèå îñòðîâà 4,5 òûñÿ÷è ÷åëîâåê, êåíãóðó òàì ãîðàçäî áîëüøå!
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Ðèñ. 5.2: Ìèíè-Èíòåðíåò èç òðåõ êîìïüþòåðîâ. Êàíàë ñâÿçè ìåæäó Êîìïüþòåðà-
ìè 1 è 2 íåäîñòóïåí, íî ïðè ýòîì Êîìïüþòåðû 1 è 2 ïî-ïðåæíåìó ìîãóò îáìåíèâàòü
èíôîðìàöèåé ÷åðåç Êîìïüþòåð 3.

èíôîðìàöèè � ïîéäåò ëè ñèãíàë íàïðÿìóþ èç Ìîñêâû â Íèæíèé Íîâãîðîä, èëè äàñò
êðóãîëÿ ÷åðåç Ñèäíåé èëè Íüþ-Éîðê.

×òîáû ðàçâàëèòü íàøó ìàëåíüêóþ ñåòü, íóæíî âûâåñòè èç ñòðîÿ êàê ìèíèìóì
äâà, èëè âñå òðè êàíàëà ñâÿçè, êàê íà Ðèñóíêå 5.3.

Ðèñ. 5.3: Ìèíè-Èíòåðíåò èç òðåõ êîìïüþòåðîâ. Ñëåâà: âûøëè èç ñòðîÿ äâà êàíàëà
ñâÿçè, Êîìïüþòåð 1 îêàçàëñÿ îòâåçàííûì îò ñåòè. Ñïðàâà: âûøëè èç ñòðîÿ âñå òðè
êàíàëà ñâÿçè, ñâÿçü ìåæäó êîìïüþòåðàìè ïîëíîñòüþ ïîòåðÿíà.

Íàñêîëüêî óñòîé÷èâà íàøà ìèíè-ñåòü? Ýòî ñîñ÷èòàòü ñîâåì íåòðóäíî. Äîïóñòèì,
÷òî ïîìåõè â îòäåëüíûõ êàíàëàõ ñâÿçè âîçíèêàþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñ êàêîé-
òî âåðîÿòíîñòüþ, ñêàæåì, 40%. Íà ïðàêòèêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñðåäíåì â ÷åòûðåõ èç
äåñÿòè ñëó÷àåâ êàíàë îêàçûâàåòñÿ íåäîñòóïíûì. Ñîðîê ïðîöåíòîâ ýòî ìíîãîâàòî äëÿ
ðåàëüíîãî Èíòåðíåòà, íî äëÿ ïðèìåðà ïîäîéäåò.

Êîìïüþòåð 1 ìîæåò îêàçàòüñÿ îòâåçàííûì îò ñåòè êàê íà Ðèñóíêå 5.3 ñëåâà ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0.4 · 0.4 · 0.6 = 0.096(×100%) = 9.6%. Â àíàëîãè÷íîé ñèòóàöèè ìîãóò
îêàçàòüñÿ Êîìïüþòåðû 2 è 3, ðîâíî ñ òîé æå âåðîÿòíîñòüþ. Íàêîíåö, íàäî äîáàâèòü
âåðîÿòíîñòü ñàìîé ïëîõîé ñèòóàöèè, íà Ðèñóíêå 5.3, êîòîðàÿ ðàâíà 0.4 · 0.4 · 0.4 =
0.064(×100%) = 6.4%. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íàøà ñåòü �ðàçâàëèòñÿ� ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 3 · 9.6% + 6.4% = 35.2%.

Êîíå÷íî, 35.2% ýòî äîâîëüíî ìíîãî, íî ìû âçÿëè íåðåàëüíî áîëüøóþ âåðîÿòíîñòü
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ïîìåõ. Ñàìîå èíòåðåñíîå, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîòåðè ñâÿçè â ñåòè ìåíüøå, ÷åì âåðîÿò-
íîñòü ïîòåðè ñâÿçè â îäíîì êàíàëå: 35.2% ìåíüøå, ÷åì 40%. Ñåòü îêàçûâàåòñÿ áîëåå
óñòîé÷èâîé, ÷åì îòäåëüíî âçÿòûé êàíàë!

Äàæå íà íàøåì ìèíè-ïðèìåðå âèäíî, îòêóäà áåðåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ñåòè. Â ñåòè
êîìïüþòåðû ìîãóò ñâÿçàòüñÿ äðóã ñ äðóãîì íå îäíèì, à íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè, ÷åðåç
äðóãèå êîìïüþòåðû. Åñëè îäèí êàíàë íåäîñòóïåí, òî ìîæíî íàéòè àëüòåðíàòèâíûé
ìàðøðóò. Áîëåå òîãî, ýòîò ýôôåêò çàìåòíî óñèëèâàåòñÿ ïðè ìåíüøåé âåðîÿòíîñòè
ïîìåõ. Äëÿ ïðèìåðà, ìû ïðèâîäèì íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ â Òàáëèöå 5.1.

Â Ïðèëîæåíèè 10.3.1 äëÿ ïîäãîòîâëåííîãî ÷èòàòåëÿ ìû ïðèâîäèì ôîðìóëû,
êîòîðûìè ìû âîñïîëüçîâàëèñü â Òàáëèöå 5.1, â îáùåì âèäå.

âåðîÿòíîñòü ïîìåõè â êàíàëå âåðîÿòíîñòü ïîòåðè ñâÿçè â ìèíè-ñåòè
50% 50%
40% 35.2%
30% 21.6%
20% 10.4%
10% 2.8%
5% 0.725%
2% 0.12%
1% 0.03%

Òàáëèöà 5.1: Âåðîÿòíîñòè ïîòåðè ñâÿçè â ìèíè-ñåòè (ïðàâàÿ êîëîíêà) ïðè çàäàííîé
âåðîÿòíîñòè ïîòåðè ñâÿçè â îäíîì êàíàëå (ëåâàÿ êîëîíêà).

Ìû âèäèì, ÷òî çíà÷åíèÿ â ïðàâîé êîëîíêå óáûâàþò ãîðàçäî áûñòðåå, ÷åì â ëåâîé.
Åñëè âåðîÿòíîñòü íåäîñòóïíîñòè êàíàëà 1% � âåëè÷èíà âïîëíå ðåàëüíàÿ íà ïðàêòèêå
� òî íàøà ñêðîìíàÿ ìèíè-ñåòü â 33 ðàçà óñòîé÷èâåå, ÷åì îòäåëüíûé êàíàë ñâÿçè!

Êîí÷åíî, íàø ìèíè-Èíòåðíåò î÷åíü äàëåê îò ðåàëüíîñòè. ×òî, åñëè ó íàñ íå òðè
êîìïüþòåðà, à öåëàÿ ñåòü èç äåñÿòêîâ, ñîòåí, òûñÿ÷ ìàøèí? Ñêîðîñòü ñâåòà ïî-ïðåæíåìó
ïîçâîëèò ïåðåäàâàòü èíôîðìàöèþ íå íàïðÿìóþ, à ïî äëèííûì öåïî÷êàì. Îäíàêî ïîä-
ñ÷åò âåðîÿòíîñòåé çíà÷èòåëüíî çàòðóäíèòñÿ.

È âîò òóò íàì îïÿòü íåîáõîäèìà ìàòåìàòèêà! Çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè áîëüøèõ ñå-
òåé òðåáóþò ãëóáîêèõ êîíöåïöèé è íîâûõ ìîäåëåé íà ñòûêå êîìáèíàòîðèêè è òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé. Ê ñ÷àñòüþ, íåîáÿçàòåëüíî âíèêàòü â äëèííûå äîêàçàòåëüñòâà, ÷òîáû ïî-
íÿòü îñíîâíûå èäåè. Î íåêîòîðûõ òàêèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ èäåÿõ, êîòîðûå ïðîíèêàþò
â ñàìóþ ñóòü óñòðîéñòâà ñåòåé è óæå ñòàëè êëàññèêîé, ìû ðàññêàæåì â ñëåäóþùèõ
ðàçäåëàõ.
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5.3 Ñëó÷àéíûå ãðàôû

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, êîòîðàÿ, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ îá óñòîé-
÷èâîñòè áîëüøèõ ñåòåé, âîçíèêëà íà ðóáåæå 50-õ è 60-õ ãîäîâ ÕÕ âåêà. Åå îñíîâàòå-
ëÿìè ñòàëè äâà çàìå÷àòåëüíûõ âåíãåðñêèõ ìàòåìàòèêà Ïîë Ýðäåø (Paul Erd�os) è
Àëüôðåä Ðåíüè (Alfr�ed R�enyi) â ñòàòüÿõ [22, 15].

Ýðäåø � ýòî íàñòîÿùèé êëàññèê ñîâðåìåííîé êîìáèíàòîðèêè, òåîðèè ÷èñåë, òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé. Åìó ïðèíàäëåæàò áîëåå ïîëóòîðà òûñÿ÷ ñòàòåé, ìíîæåñòâî ðåøåí-
íûõ ïðîáëåì è åùå áîëüøå ïîñòàíîâîê çàäà÷, êîòîðûå îïðåäåëèëè ðàçâèòèå íàóêè íà
äîëãèå ãîäû. Ðåíüè � âûäàþùèéñÿ âåíãåðñêèé ñïåöèàëèñò ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
Åãî èìåíåì íàçâàí ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò â Áóäàïåøòå, ïîäîáíî òîìó, êàê ìàòå-
ìàòè÷åñêèé èíñòèòóò â Ìîñêâå íîñèò èìÿ Â.À. Ñòåêëîâà.

Òåîðèÿ, êîòîðóþ çàëîæèëè Ýðäåø è Ðåíüè, íàçûâàåòñÿòåîðèåé ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ.
À ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ðàññìîòðåííàÿ â èõ ïåðâûõ ðàáîòàõ, íàçûâàåòñÿ ñëó÷àé-
íûé ãðàô Ýðäåøà-Ðåíüè. Êîíå÷íî, ýòè ãðàôû íå èìåþò íè÷åãî îáùåãî ñ êíÿçüÿìè è
áàðîíàìè. Ñëîâî �ãðàô� â äàííîì ñëó÷àå èìååò òî æå ïðîèñõîæäåíèå, ÷òî è ñëîâî
�ãðàôèê�, õîðîøî èçâåñòíîå ñî øêîëû. Ãðàô � ýòî ïðîñòî �ðèñóíîê�.

Íàïðèìåð, íàøó ìèíè-ñåòü èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà î÷åíü ëåãêî èçáðàçèòü â
âèäå ãðàôà. Ìû ýòî ñäåëàëè íà Ðèñóíêå 5.4 ñëåâà. Ñåòü èçîáðàæåíà â âèäå òðåõ óçëîâ
(êîìïüþòåðîâ), êîòîðûå ñîåäåíèíû ëèíèÿìè (êàíàëàìè ñâÿçè). Â ìàòåìàòèêå óçëû
íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà, à ëèíèè ìåæäó íèìè � ðåáðàìè. ×òîáû íå çàòðóäíÿòü
âîñïðèÿòèÿ àáñòðàêòíûìè òåðìèíàìè, ìû â îñíîâíîì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ áîëåå èíòó-
èòèâíûìè òåðìèíàìè �óçëû� è �ëèíèè�. (Â Ïðèëîæåíèÿõ äëÿ ïîäãîòîâëåííîãî ÷èòà-
òåëÿ ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè �âåðøèíû� è �ðåáðà�.)

Â Ãëàâå 8 ìû âåðíåìñÿ ê ãðàôàì, êîãäà áóäåì îáñóæäàòü ñîöèàëüíóþ ñåòü. Â ýòîì
ñëó÷àå óçëû � ýòî ëþäè, à ëèíèè ìåæäó íèìè � ýòî äðóæáû â ñîöèàëüíîé ñåòè. Ìû
èçîáðàçèëè ïðèìåð ãðàôà èç Ãëàâû 8 íà Ðèñóíêå 5.4 ñïðàâà.

Åñòåñòâåííî, óçëîâ ó ãðàôà ìîæåò áûòü òûñÿ÷à, è ìèëëèîí, è ìèëëèàðä...
Òåîðèÿ ãðàôîâ � ýòî êëàññè÷åñêàÿ îáëàñòü ìàòåìàòèêè ñ îãðîìíûì êîëè÷åñòâîì

ïðèëîæåíèé. Â âèäå ãðàôà ìîæíî èçîáðàçèòü ñèñòåìó æåëåçíûõ äîðîã, ãàçîïðîâîä,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé íà êðóïíîì ïðîèçâîäñòâå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëîâ â
ðóññêîé ðå÷è, è ìíîãîå äðóãîå.

Ó ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ åñòü åùå îäíà îñîáåííîñòü. Íàì íåèçâåñòíî çàðàíåå, êàêèå
óçëû ñâÿçàíû ëèíèåé, à êàêèå � íåò. Ëèíèè ìåæäó óçëàìè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü èëè
íåò ñ îïðåäåëåííîé âåðîÿòíîñòüþ. Èìåííî ýòó ñèòóàöèþ ìû îáñóæäàëè â ïðèìåðå ñ
ìèíè-ñåòüþ. Åñëè åñòü ïîìåõè, òî êàíàë ñâÿçè ñòàíîâèòñÿ íåäîñòóïíûì, ëèíèÿ ìåæäó
óçëàìè èñ÷åçàåò.

Ñëó÷àéíûé ãðàô � åñòåñòâåííàÿ ìîäåëü âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ. Íàïðèìåð, äðóæ-
áû â ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ âîçíèêàþò íåïðåäñêàçóåìûì îáðàçîì. Â òåëåêîììóíèêàöèÿõ
èëè ýëåêòðè÷åñêèõ ñåòÿõ íà ëèíèÿõ ñâÿçè ìîãóò ñëó÷àòüñÿ ïîìåõè. Åñëè ïîïûòàòüñÿ
ñìîäåëèðîâàòü íåéðîííóþ ñåòü ìîçãà, òî âçàèìîäåéñòâèÿ íåéðîíîâ ìîæíî âûÿâèòü
òîëüêî ñ îïðåäåëåííîé âåðîÿòíîñòüþ.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ, â ñâÿçè ñ Èíòåðíåòîì, ñîöèàëüíûìè ñåòÿìè, è íåáûâàëîé äî-
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Ðèñ. 5.4: Ñëåâà: ìèíè-ñåòü â âèäå ãðàôà. Óçëû � ýòî êîìïüþòåðû, à ëèíèè � ýòî êàíàëû
ñâÿçè. Ñïðàâà: ñîöèàëüíàÿ ñåòü èç Ãëàâû 8 â âèäå ãðàôà. Óçëû � ýòî ëþäè, à ëèíèè �
ýòî äðóæáû â ñîöèàëüíîé ñåòè.

ñòóïíîñòüþ äàííûõ âî âñåõ îáëàñòÿõ � îò ýíåðãîñíàáæåíèÿ äî áèîëîãèè � èíòåðåñ ê
òåîðèè ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ îñîáåííî âîçðîñ. Íîâûå, î÷åíü ñëîæíûå, ðåçóëüòàòû ïîÿâ-
ëÿþòñÿ ïî÷òè êàæäûé äåíü.

×òî æå ãîâîðèò òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ îá óñòîé÷èâîñòè ñåòè?

5.4 Ðåçóëüòàò Ýðäåøà-Ðåíüè

Â ñâÿçè ñ óñòîé÷èâîñòüþ Èíòåðíåòà, íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ î ñâÿçíîñòè ñëó÷àéíîãî
ãðàôà. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ åãî âåðøèíàìè ìîæíî
ïðîéòè ïî öåïî÷êå ðåáåð, òî åñòü âñå óçëû ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì. Îáà ãðàôà íà
Ðèñóíêå 5.4 � ñâÿçíûå. Íà Ðèñóíêå 5.5 ìû ñäåëàëè îáà ýòè ãðàôà íåñâÿçíûìè, óäàëèâ
ïî äâà ðåáðà.

Ýðäåø è Ðåíüè çàäàëèñü âîïðîñîì: ïðè êàêîé âåðîÿòíîñòè ïîìåõ ñåòü çàäàííî-
ãî ðàçìåðà îñòàåòñÿ ñâÿçíîé? Ðåçóëüòàò ïîëó÷èëñÿ ïîðàçèòåëüíûì! Îêàçûâàåòñÿ, â
áîëüøèõ ñåòÿõ ñâÿçíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ äàæå åñëè âåðîÿòíîñòü ïîìåõ î÷åíü âåëèêà.

Íàïðèìåð, âîçìåì ñåòü èç 100 êîìïüþòåðîâ, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé. Òîãäà îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî êàæäûé îòäåëüíûé êàíàë ìîæåò áûòü íåäîñòóïåí ñ âåðîÿòíîñòüþ àæ
86%, è òåì íå ìåíåå ñåòü îñòàíåòñÿ ñâÿçíîé ñ âåðîÿòíîñòüþ êàê ìèíèìóì... 99%! Ìû
èçîáðàçèëè ýòó ñèòóàöèþ íà Ðèñóíêå 5.6: 86% èç âñåõ âîçìîæíûõ ëèíèé îòñóòñòâóåò,
è òåì íå ìåíåå ñðàçó âèäíî, ÷òî èç ëþáîãî óçëà ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî.

À åñëè âçÿòü ñåòü èç 1000 óçëîâ, òî è âîâñå ÷òî-òî ôàíòàñòè÷åñêîå. Êàíàë ñâÿçè
ìîæåò áûòü íåäîñòóïåí ñ âåðîÿòíîñòüþ 98% , à ñâÿçíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ
99.9%! ×åì áîëüøå ñåòü, òåì ñèëüíåå ðåçóëüòàò.

Â Òàáëèöå 5.4 ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû äëÿ ñåòåé ðàçíûõ ðàçìåðîâ. Ëåãêî çàìå-
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Ðèñ. 5.5: Ñëåâà: ìèíè-ñåòü â âèäå ãðàôà; êàíàëû 1-2 è 1-3 íåäîñòóïíû; ãðàô íåñâÿç-
íûé, èç âåðøèíû 1 íåëüçÿ ïîïàñòü â âåðøèíû 2 è 3. Ñïðàâà: ñîöèàëüíàÿ ñåòü â âèäå
ãðàôà; ïîëüçîâàòåëü 1 íå çíàêîì ñ ïîëüçîâàòåëÿìè 5 è 6; ãðàô íåñâÿçíûé; íåò öåïî÷êè
çíàêîìûõ ìåæäó ïîëüçîâàòåëÿìè 5, 6 è îñòàëüíûìè ïîëüçîâàòåëÿìè.

òèòü, ÷òî ÷èñëî â ñàìîé ïðàâîé êîëîíêå íå ÷òî èíîå êàê(
1− 1

ðàçìåð ñåòè

)
× 100%.

ðàçìåð ñåòè âåðîÿòíîñòü ïîìåõè âåðîÿòíîñòü ñîõðàíåíèÿ
ñâÿçíîñòè íå ìåíüøå, ÷åì:

50 76.5% 98%
100 86.2% 99%
1000 97.9% 99.9%

10 000 99% 99.99%
100 000 99.97% 99.999%

1 000 000 99.996% 99.9999%

Òàáëèöà 5.2: Ðåçóëüòàò Ýðäåøà-Ðåíüè.

Íèæå â ñåðîé ðàìêå ìû ïðèâîäèì áîëåå îáùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó
ðåçóëüòàòà. Ýòîò òåêñò ðàññ÷èòàí íà óðîâåíü ñðåäíåé øêîëû, íî åñëè âû íå õîòèòå
âäàâàòüñÿ â ïîäðîáíîñòè, òî åãî ìîæíî ïðîïóñòèòü.

Ïðîñòåéøèé âàðèàíò òåîðåìû Ýðäåøà è Ðåíüè.

Ñèìâîë ln(n) îçíà÷àåò íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì ÷èñëà n. Â äàííîì ñëó÷àå, íàì
âàæíî òîëüêî, ÷òî åñëè n óâåëè÷èâàåòñÿ, òî ln(n) òîæå óâåëè÷èâàåòñÿ, íî î÷åíü
ìåäëåííî.
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Ðèñ. 5.6: Ñåòü èç 100 êîìïüþòåðîâ â âèäå ãðàôà. Âåðîÿòíîñòü íåäîñòóïíîñòè êà-
íàëà 86%. Ðèñóíîê ñäåëàí â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå íà âåáñàéòå Ãðàâèòàöèîííîé
Ïðîãðàììû NETWORKS Ãîëëàíäñêîé Íàó÷íîé Îðãàíèçàöèè (NWO), http://www.
networkpages.nl. Ñîçäàòåëü ðèñóíêà: Ðîáåðò Ôèöíåð (Robert Fitzner).

Òåîðåìà (Ýðäåø-Ðåíüè). Äîïóñòèì, ÷òî ñåòü ñîñòîèò èç n óçëîâ. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñâÿçü ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ óçëàìè íåäîñòóïíà ñ âåðîÿòíîñòüþ
q(n), íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ñâÿçåé â ñåòè. Åñëè

q(n) ≤ 1− 3 lnn

n
, (5.1)

òî ñâÿçíîñòü ñåòè ñîõðàíÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé, ÷åì

1− 1

n
. (5.2)

Â Òàáëèöå 5.1 âñå çíà÷åíèÿ óìíîæåíû íà 100%. Âî âòîðîé êîëîíêå âûïèñà-
íû çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (5.1). Ïîñêîëüêó ln(n) ðàñòåò
ãîðàçäî ìåäëåííåå, ÷åì n, òî äîïóñòèìàÿ âåðîÿòíîñòü ïîìåõ óâåëè÷èâàåòñÿ. Â
òðåòüåé êîëîíêå � çíà÷åíèÿ (5.2).

Äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé âàæíî óìåòü ðàáîòàòü ñ ñåòÿìè, â êîòîðûõ èçíà÷àëüíî
ïðèñóòñòâóþò íå âñå âîçìîæíûå ñâÿçè. Íàïðèìåð, òàêîâû ñåòè àâòîìîáèëüíûõ äîðîã,
ñîöèàëüíûå ñåòè, è òîò æå Èíòåðíåò.

Íàäåæíîñòü ñåòè � ýòî è åñòü, ïî ñóòè, òà âåðîÿòíîñòü óíè÷òîæåíèÿ îòäåëüíîé
ñâÿçè â íåé, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîé îáùàÿ ñâÿçíîñòü ìàëîâåðîÿòíà. Äëÿ îïèñàííîé âûøå
ñèòóàöèè íàäåæíîñòü èñêëþ÷èòåëüíî âûñîêà, è ýòî ñòðîãî äîêàçàííûé ðåçóëüòàò.
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5.5 Ôàçîâûé ïåðåõîä

Íà ñàìîì äåëå òåîðåìà Ýðäåøà-Ðåíüè íåñêîëüêî òî÷íåå, è åùå óäèâèòåëüíåå, ÷åì ìû
îïèñàëè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Ýòà òåîðåìà âûÿâèëà èíòåðåñíîå ÿâëåíèå, êîòîðîå
ôèçèêè íàçûâàþò ôàçîâûì ïåðåõîäîì. Ôàçîâûé ïåðåõîä � ýòî ðåçêèé ñêà÷îê îò îäíîãî
ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ê ñîâåðøåííîå ïðîòèâîïîëîæíîìó.

Ñàìûé çíàìåíèòûé ôàçîâûé ïåðåõîä � ýòî èçìåíåíèå ñîñòîÿíèé âîäû â çàâèñè-
ìîñòè îò òåìïåðàòóðû. Ïðè íóëå ãðàäóñàõ Öåëüñèÿ âîäà ïðåâðàùàåòñÿ â ëåä, à ïðè
ñòà ãðàäóñàõ � â ïàð. Íîëü ãðàäóñîâ è ñòî ãðàäóñîâ � ýòî êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, ïðè
êîòîðûõ ñîñòîÿíèå ðåçêî èçìåíÿåòñÿ.

Î÷åíü ïîõîæåå ÿâëåíèå ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ ñâÿçíîñòè ñåòè, åñëè èçìåíÿòü
âåðîÿòíîñòü íåäîñòóïíîñòè êàíàëîâ. Îêàçûâàåòñÿ, íàäåæíîñòü ñåòè èçìåíÿåòñÿ íå ïî-
ñòåïåííî, à î÷åíü ðåçêî. Åñëè âåðîÿòíîñòü ïîìåõè ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, òî ñ
ïîäàâëÿþùåé âåðîÿòíîñòüþ ñâÿçíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ. Íî ñòîèò õîòü íåìíîæêî ïåðåñå÷ü
êðèòè÷åñêóþ ÷åðòó � è ñåòü ïî÷òè íàâåðíÿêà ðàñïàäåòñÿ.

Íà Ðèñóíêå 5.7 ìû ïðèâåëè ïðèìåð ñåòè ðàçìåðà 100. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì Ýðäåøà-
Ðåíüè, êðèòè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü ïîìåõ â òàêîé ñåòè ðàâíà 95.4%. Cëåâà ìû èñïîëü-
çîâàëè âåðîÿòíîñòü ïîìåõè 95%, òî åñòü ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Êàê âèäè-
òå, ñâÿçíîñòü ñåòè ñîõðàíèëàñü. Ìû ïîâòîðèëè ýêñïåðèìåíò ìíîãî ðàç, íî ïîëó÷èòü
íåñâÿçíóþ ñåòü íàì òàê è íå óäàëîñü. Íà ðèñóíêå ñïðàâà âåðîÿòíîñòü ïîìåõè 96%. È
÷òî æå? Îäíà òî÷êà îòîðâàëàñü îò ñåòè, ñâÿçíîñòü ïîòåðÿíà. Îïÿòü æå, êàê ìû íè
ñòàðàëèñü ïîâòîðèòü ýêñïåðèìåíò, ñâÿçíîé ñåòè ìû íå ïîëó÷èëè íè ðàçó. Ðåçóëüòàò
âïå÷àòëÿåò òåì, íàñêîëüêî òîíêîé îêàçûâàåòñÿ ãðàíü ìåæäó ñâÿçíîñòüþ è íåñâÿçíî-
ñòüþ!

Åñëè âçÿòü ðîâíî êðèòè÷åñêóþ âåðîÿòíîñòü ïîìåõ, òî áóäåò ïðèìåðíî òî æå ñàìîå,
÷òî è ñ âîäîé è ñíåãîì ïðè íóëå ãðàäóñîâ: ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ è òàê, è òàê. Â íàøåì
ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü ñîõðàíåíèÿ ñâÿçíîñòè áóäåò ïðèìåðíî 36.79%.

Êðèòè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü íåäîñòóïíîñòè êàíàëà äëÿ ñåòè ðàçìåðà n âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå (1 − ln(n)/n) × 100%. Äëÿ ïðèìåðà, ìû ïðèâîäèì íåñêîëüêî çíà÷åíèé â
Òàáëèöå 5.5.

ðàçìåð ñåòè êðèòè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü ïîìåõè
50 92.16%
100 95.39%
1000 99.31%

10 000 99.91%
100 000 99.99%

1 000 000 99.999%

Òàáëèöà 5.3: Ðåçóëüòàò Ýðäåøà-Ðåíüè: êðèòè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü ïîìåõ. Åñëè âåðîÿò-
íîñòü ïîìåõ ìåíüøå êðèòè÷åñêîé, òî ñâÿçíîñòü ñåòè ñîõðàíÿåòñÿ, à åñëè áîëüøå � òî
ðàçðóøàåòñÿ.
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Ðèñ. 5.7: Ñåòü èç 100 êîìïüþòåðîâ â âèäå ãðàôà. Ñëåâà: íåäîñòóïíîñòè êàíàëà
95%; ñâÿçíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ. Ñïðàâà: íåäîñòóïíîñòè êàíàëà 96%; ñâÿçíîñòü íàðóøå-
íà. Ðèñóíîê ñäåëàí â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå íà âåáñàéòå Ãðàâèòàöèîííîé Ïðîãðàììû
NETOWKRS Ãîëëàíäñêîé Íàó÷íîé Îðãàíèçàöèè (NWO), http://www.networkpages.
nl. Ñîçäàòåëü ðèñóíêà: Ðîáåðò Ôèöíåð.

Â Ïðèëîæåíèè 10.3.2 äëÿ ïîäãîòîâëåííîãî ÷èòàòåëÿ ìû ïðèâîäèì ìàòåìàòè÷å-
ñêóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû Ýðäåøà-Ðåíüè î ôàçîâîì ïåðåõîäå.

Ïîäîáíûå ôàçîâûå ïåðåõîäû òèïè÷íû äëÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ. Ýòè ðåçóëü-
òàòû ñàìûå èíòåðåñíûå, ïîòîìó ÷òî îíè ìíîãî ãîâîðÿò î ïðèðîäå ñåòåé íà ïðàêòèêå.
Ñîñòîÿíèå ñåòè � ýòî îáû÷íî äâå êðàéíîñòè. Ñîöèàëüíàÿ ñåòü äîñòèãàåò áîëüøîé ïîïó-
ëÿðíîñòè èëè óìèðàåò. Êîìïüþòåðíûé âèðóñ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ îãðîìíîé ñêîðîñòüþ
è ðàçìàõîì, èëè ñõîäèò íà íåò â ñàìîì íà÷àëå. È ðåàëüíîñòü, è ìàòåìàòèêà, ãîâîðÿò
îá îäíîì è òîì æå: ñðåäíåãî íå äàíî. Ê ñîæàëåíèþ, äàëåêî íå âñåãäà íàì èçâåñòíû
êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, à ãëàâíîå, êàêèì îáðàçîì óäåðæàòüñÿ ïî ïðàâèëüíóþ ñòîðîíó
îò ôàçîâîãî ïåðåõîäà.

5.6 Êàê äîêàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàò Ýðäåøà-Ðåíüè

Ãëóáîêèå ìàòåìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà ÷àñòî ñòðîÿòñÿ íà î÷åíü ïðîñòûõ èíòóèòèâ-
íûõ èäåÿõ. Ðåçóëüòàò Ýðäåøà-Ðåíüè � áëåñòÿùèé ïðèìåð ýòîé çàêîíîìåðíîñòè.

Ìàòåìàòèêè çàìåòèëè, ÷òî íàèáîëåå âåðîÿòíûé ñïîñîá ðàçðóøèòü ñâÿçíîñòü ñåòè �
ýòî îòðåçàòü îäèí óçåë îò âñåõ êàíàëîâ ñâÿçè. Ãðóïïó óçëîâ îòðåçàòü ãîðàçäî òðóäíåå,
ïîòîìó ÷òî ÷èñëî êàíàëîâ, êîòîðûå ñâÿçûâàþò ãðóïïó óçëîâ è îñòàëüíóþ ÷àñòü ñåòè
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� îòíîñèòåëüíî áîëüøîå. Ìàëîâåðîÿòíî, ÷òî âñå ýòè êàíàëû íåäîñòóïíû.
Òîãäà èçíà÷àëüíûé ñëîæíûé âîïðîñ:

Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ðàçðóøèòñÿ ñâÿçíîñòü ñåòè?

ñâîäèòñÿ ê ãîðàçäî áîëåå ïðîñòîìó âîïðîñó:

Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ õîòÿ áû îäèí èç óçëîâ ïîòåðÿåò âñå ñâîè êàíàëû ñâÿçè?

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ýòè âåðîÿòíîñòè ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíû, íóæíû äëèííûå è íåòðè-
âèàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè. Íî äîêàçàòü ýòî ìîæíî, è óñèëèÿ îïðàâäûâàþò-
ñÿ, ïîòîìó ÷òî âòîðîé âîïðîñ ãîðàçäî ïðîùå ïåðâîãî.

Íàïðèìåð, åñëè ó íàñ 100 óçëîâ è âåðîÿòíîñòü ïîìåõè 0.96, òî êàæäûé óçåë ìîæåò
îêàçàòüñÿ îòîðâàííûì îò âñåõ 99 äðóãèõ óçëîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ

(0.96)99(×100%).

Ýòî î÷åíü ñïåöèôè÷åñêîå âûðàæåíèå: ÷èñëî, áëèçêîå ê åäèíèöå, âîçâåäåííîå â áîëü-
øóþ ñòåïåíü. Òàêèå âûðàæåíèÿ õîðîøî èçâåñòíû â ìàòåìàòèêå, îíè îòíîñÿòñÿ ê òàê
íàçûâàåìûì �çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëàì�, èç êîòîðûõ, ïî ñóòè äåëà, è ñëåäóåò ðåçóëü-
òàò.

Â Ïðèëîæåíèè 10.3.3 äëÿ ïîäãîòîâëåííîãî ÷èòàòåëÿ ìû ïðèâîäèì èäåþ äîêàçà-
òåëüñòâà â áîëåå òî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå. Ïîäðîáíî ýòî äîêàçà-
òåëüñòâî ïðèâîäèòñÿ â êíèãå Àíäðåÿ �Ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ� [4].

5.7 ×òî ìû çíàåì è íå çíàåì î íàäåæíîñòè Èíòåðíåòà

Ðåçóëüòàòû Ýðäåøà-Ðåíüè íå ðàøàþò ïîëíîñòüþ ïðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè Èíòåðíåòà.
Èõ ìîäåëü íå î÷åíü ïîõîæà íà Èíòåðíåò â ðåàëüíîñòè. Íàïðèìåð, â ìîäåëè Ýðäåøà-
Ðåíüè ÷èñëî ëèíèé ó ðàçíûõ óçëîâ îáû÷íî áëèçêî ê ñðåäíåìó. Â Èíòåðíåòå ðàçáðîñ
ìåæäó ñåðâåðàìè î÷åíü áîëüøîé. Ó íåêîòîðûõ ñåðâåðîâ ñîòíè êàíàëîâ ñâÿçè, à ó
äðóãèõ � âñåãî äâà-òðè.

Â 2000 ãîäó æóðíàë Nature îïóáëèêîâàë ñòàòüþ Óñòîé÷èâîñòü ê ïîìåõàì è àòà-
êàì â áîëüøèõ ñåòÿõ [9]. Àâòîðû-ôèçèêè, â ÷èñëå êîòîðûõ î÷åíü âëèÿòåëüíûé è çíà-
ìåíèòûé ó÷åíûé Ëàñëî Áàðàáàøè (L�aszl�o Barab�asi), âçÿëè äàííûå íåáîëüøîé ÷àñòè
Èíòåðíåòà è ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîñìîòðåëè, ÷òî ïîëó÷èòñÿ,
åñëè íà÷àòü ïî îäíîìó âûâîäèòü èç ñòðîÿ ñåðâåðû.

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷èëèñü íåòðèâèàëüíûå. Åñëè ñåðâåðû âûõîäÿò èç ñòðîÿ ñëó÷àé-
íûì îáðàçîì, íàïðèìåð, èç-çà ïîìåõ, òî ñâÿçíîñòü ñåòè äîëãî ñîõðàíÿåòñÿ. Íî åñëè
öåëåâûì îáðàçîì âûâåñòè èç ñòðîÿ íåñêîëüêî ñåðâåðîâ ñ ñàìûì áîëüøèì êîëè÷åñòâîì
êàíàëîâ ñâÿçè, òî ñåòü áûñòðî ðàñïàäåòñÿ. Âûâîä çâó÷àë ñåíñàöèîííî: Èíòåðíåò íà-
äåæíûé, è â òî æå âðåìÿ õðóïêèé. Îí óñòîé÷èâ ê ïîìåõàì, íî ÷óâñòâèòåëåí ê àòàêàì!
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Ýòà ðàáîòà áûñòðî ïðèîáðåëà øèðîêóþ èçâåñòíîñòü. Òîëüêî èíæåíåðû òåëåêîìà
ñ íåäîóìåíèåì ïîæèìàëè ïëå÷àìè: �Íå ìîæåò áûòü, íàøè ñåòè î÷åíü íàäåæíûå!�.
Ðåçóëüòàòû Áàðàáàøè è ñîàâòîðîâ ïîëó÷èëè ìíîãî êðèòèêè, îñîáåííî â 2005 ãîäó â
ñòàòüå ñïåöèàëèñòîâ ïî òåëåêîììóíèêàöèÿì [12].

Îäèí èç ãëàâíûõ ïóíêòîâ êðèòèêè â òîì, ÷òî â Èíòåðíåòå êëþ÷åâûå ñåðâåðû íå
òå, ó êîòîðûõ ìíîãî êàíàëîâ, à òå, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
èíôîðìàöèîíîãî òðàôèêà. Ïîñìîòðèòå, íàïðèìåð, íà ïðåäñòàâèòåëüíûé �êóñî÷åê Èí-
òåðíåòà� íà Ðèñóíêå 5.8. Êàê ìû âèäèì, ó íåêîòîðûõ ñåðâåðîâ äåéñòâèòåëüíî ìíîãî

Ðèñ. 5.8: Òèïè÷íûé ãðàô ñåòåé Èíòåðíåòà. Ðèñóíîê âçÿò èç ñòàòüè Ïðèè Ìàõàäåâàí
(Priya Mahadevan) è ñîàâòîðîâ [21].

êàíàëîâ ñâÿçè, íî òîëüêî ýòè ñåðâåðû íàõîäÿòñÿ íà ïåðåôåðèè. Çà òðàôèê â îñíîâíîì
îòâå÷àåò ïëîòíàÿ ñåòü óçëîâ ïîñåðåäèíå � îïîðíàÿ ñåòü. Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî
íóæíî âûâåñòè èç ñòðîÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñåðâåðîâ, ÷òîáû ðàçðóøèòü ýòó ãóñòóþ
ñåòü ìàðøðóòîâ. Ñêîðåå âñåãî, â áëèæàéøåì áóäóùåì, Èíòåðíåò íå ðàçâàëèòñÿ!

Áëàãîäàðÿ øèðîêîìó âçãëÿäó ôèçèêîâ è ñïåöèàëèçèðîâàííîìó àíàëèçó èíôîðìà-
òèêîâ è èíæåíåðîâ, ìû çíàåì äîñòàòî÷íî ìíîãî îá óñòîé÷èâîñòè Èíòåðíåòà. Íî âîïðîñ
ïîêà íå çàêðûò.

Â èäåàëå, íàì íóæíà ñòðîãàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ îñ-
íîâíûå ñâîéñòâà Èíòåðíåòà. È äëÿ ýòîé ìîäåëè íàì íóæíû ðåçóëüòàòû òèïà Ýðäåøà-
Ðåíüè, êîòîðûå ãîâîðÿò î òîì, ÷òî áóäåò, åñëè âûââåñòè èç ñòðîÿ òå èëè èíûå ñåðâåðû
èëè êàíàëû ñâÿçè. Òîëüêî òîãäà ó íàñ áóäóò îäíîçíà÷íî ïðàâèëüíûå, ñòðîãî äîêàçàí-
íûå ðåçóëüòàòû. Ïðîäâèæåíèÿ â ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ åñòü, íî äî òî÷íûõ îòâåòîâ ïîêà
äàëåêî. Ðàáîòà ïðîäîëæàåòñÿ.

5.8 Èíòåðíåò â êàðòèíêàõ

Åñëè âû õîòèòå ïîñìîòðåòü, êàê âûãëÿäèò Èíòåðíåò, òî çàéäèòå íà âåáñàéò ïðîåêòà
Opte.

http://www.opte.org/
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Ñîçäàòåëü ïðîåêòà, ïðîãðàììèñò è õóäîæíèê Áàððåò Ëèîí (Barrett Lyon) çàäàëñÿ
íåâûïîëíèìîé öåëüþ: íàðèñîâàòü Èíòåðíåò! Íàðèñîâàòü èìåííî â âèäå ãðàôà: ñåðâå-
ðû è êàíàëû ñâÿçè ìåæäó íèìè.

Ñåðâåðû ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ñòðàíàì è êîìïàíèÿì. Ñîáðàòü èíôîðìàöèþ îáî
âñåõ êàíàëàõ ñâÿçè � êîëîññàëüíàÿ òåõíè÷åñêàÿ çàäà÷à. È ýòî òîëüêî íà÷àëî. Íå ìåíåå
ñëîæíî èçîáðàçèòü âñå ýòè ãèãàíòñêèå äàííûå íà îäíîì, ïîíÿòíîì ãëàçó ðèñóíêå.

Êðàñî÷íîå èçîáðàæåíèå íà ÷åðíîì ôîíå íàïîìèíàåò ôåéåðâåðê. Ëèíèè ðàçíûõ
öâåòîâ îáîçíà÷àþò ðàçíûå êîíòèíåíòû, à ìåæäó íèìè ïëîòíûå áåëûå ïî÷òè ñâåòÿùè-
åñÿ ìàãèñòðàëè � îïîðíàÿ ñåòü. Êñàòè, âû çàìåòèòå, ÷òî ñòðóêòóðà Èíòåðíåòà äåé-
ñòâèòåëüíî î÷åíü íàïîìèíàåò ñõåìàòè÷åñêèé ðèñóíîê 5.8 èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.

Ðèñóíêè Opte èçâåñòíû ïî âñåìó ìèðó. Îíè ïîëó÷èëè ìíîæåñòâî íàãðàä è âûñòàâ-
ëÿþòñÿ â Ìóçåå Ñîâðåìåííîãî Èñêóññòâà â Íüþ Éîðêå. Ñìîòðèòå, ýòî Èíòåðíåò!

5.9 Ïîë Ýðäåø

Ïîë Ýðäåø (1913 � 1996) î÷åíü íåîáû÷íàÿ ôèãóðà â ìàòåìàòèêå. Îí íàïèñàë îêîëî
1500 ñòàòåé ñ 509 ñîàâòîðàìè.

Ïðàêòè÷åñêè âñÿ åãî ñîáñòâåííîñòü óìåùàëàñü â îäèí ÷åìîäàí. Äåíüãè åãî ñîâñåì
íå èíòåðåñîâàëè. Îí æèë â äîðîãå, åçäèë ñ îäíîé êîíôåðåíöèè íà äðóãóþ èëè îñòà-
íàâëèâàëñÿ ó ñîàâòîðîâ. Ðàññêàçûâàþò, ÷òî îí ïîÿâëÿëñÿ íà ïîðîãå, è ãîâîðèë: My
brain is open|2. Äàëüøå îí ðàáîòàë ñ õîçÿåâàìè íåñêîëüêî äíåé, ïîëó÷àë ðåçóëüòàòû
äëÿ íåñêîëüêèõ ñòàòåé è åõàë äàëüøå, â ñëåäóþùèé äîì è ê äðóãèì çàäà÷àì.

Åãî ñîàâòîð Ôýí ×æóí (Fan Chung) íàïèñàëà â ñâîèõ âîñïîìèíàíèÿõ: �Âñå 83
ãîäà ñâîåé æèçíè îí áûë àáñîëþòíî âåðåí ñåáå. Åãî íå ñîáëàçíÿëè ïîñòû è äåíüãè.
Áîëüøèíñòâî èç íàñ îêðóæèëè ñåáÿ ìíîæåñòâîì çåìíûõ óäîáñòâ è îáÿçàòåëüñòâ.
Êàæäàÿ âñòðå÷à ñ íèì íàïîìèíàëà ìíå, ÷òî ýòî âñå-òàêè âîçìîæíî, âîò òàê,
èäòè çà ñâîåé ìå÷òîé, íå îáðàùàÿ íèêàêîãî âíèìàíèÿ íà ìåëî÷è æèçíè. Èìåííî ïî
ýòîìó êà÷åñòâó äÿäè Ïîëà ÿ ñêó÷àþ áîëüøå âñåãî.�

Â ìàòåìàòèêå, êàê â èñêóññòâå èëè ìîäå, åñòü èíäèâèäóàëüíûå ñòèëè è âêóñû.
Ñîàâòîðû Ýðäåøà ðàññêàçûâàþò, ÷òî åìó óäàâàëîñü íàéòè çàäà÷è, ïîäõîäÿùèå èìåííî
äëÿ íèõ. Òàê õîðîøî îí ïîíèìàë ñâîèõ ñîàâòîðîâ è ñòîëüêî ðàçíûõ çàäà÷ ó íåãî áûëî
â çàïàñå! Ðåçóëüòàòû Ýðäåøà � ðàçíîîáðàçíûå è â îãðîìíîì êîëè÷åñòâå � ñèëüíî
ïîâëèÿëè íà ñîâðåìåííóþ íàóêó.

Ñðåäè ìàòåìàòèêîâ åñòü ïîíÿòèå ÷èñëî Ýðäåøà. Ýòî êîëè÷åñòâî ñîàâòîðîâ, êîòî-
ðûå îòäåëÿþò ìàòåìàòèêà îò Ýðäåøà. Ó ñîàâòîðîâ Ýðäåøà, ÷èñëî Ýðäåøà 1. Ó èõ
ñîàâòîðîâ, êîòîðûå ñ Ýðäåøåì íå ðàáîòàëè, ÷èñëî Ýðäåøà 2. È òàê äàëåå. Ñàìîå ðàñ-
ïðîñòðàíåííîå çíà÷åíèå � 5, è î÷åíü ðåäêî ó êîãî èç ìàòåìàòèêîâ ÷èñëî Ýðäåøà 8 èëè
áîëüøå.

Ó îäíîãî èç íàñ ÷èñëî Ýðäåøà 3, à ó äðóãîãî 2. Ìû îáà ðàáîòàåì ñî ñëó÷àéíûìè
ãðàôàìè è âíîñèì ñâîé ïîñèëüíûé âêëàä â ðåøåíèå ïîêà íåðåøåííûõ ïðîáëåì.

2Â ðóññêîì ïåðåâîäå: Ìîé ìîçã îòêðûò äëÿ âàñ
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Ãëàâà 6

Ñèëà âûáîðà èç äâóõ

6.1 Î÷åðåäè, êîòîðûå ìû íå âèäèì

Âñåì íàì õîðîøî çíàêîìû ñàìûå ðàçíûå î÷åðåäè. Î÷åðåäü â êàññó ñóïåðìàðêåòà, î÷å-
ðåäü â ïðèåìíîé âðà÷à, î÷åðåäü ó ëèôòà â áîëüøîì çäàíèè, òîëêîòíÿ ïåðåä âõîäîì
â ìåòðî, è óæ ñîâñåì íåïåðåíîñèìûå î÷åðåäè èç ìàøèí � àâòîìîáèëüíûå ïðîáêè. Íî
êðîìå âñåõ ýòèõ �æèâûõ� î÷åðåäåé, ìû, ñàìè òîãî íå çàìå÷àÿ, ó÷àñòâóåì â îãðîì-
íîì êîëè÷åñòâå �êîìïüþòåðíûõ� î÷åðåäåé. Ýòî ïðîèñõîäèò ïðàêòè÷åñêè êàæäûé ðàç,
êîãäà ìû ïîäêëþ÷àåìñÿ ê Èíòåðíåòó.

Äîïóñòèì, âû õîòèòå ïîñìîòðåòü ëþáóþ âåá-ñòðàíèöó, ñêàæåì, ãëàâíóþ ñòðàíè-
öó Ìîñêîâñêîãî Ôèçèêî-Òåõíè÷åñêîãî Èíñòèòóòà (ÌÔÒÈ), ãäå ðàáîòàåò Àíäðåé. Âû
ââîäèòå âåá-àäðåñ https://mipt.ru â ñâîåì âåá-áðàóçåðå (íàïðèìåð, Internet Explorer,
Fire Fox, èëè Google Chrome). ×òî ïðîèñõîäèò äàëüøå?

Âåá-ñòðàíèöà � ýòî âñåãî ëèøü ôàéë, ïîõîæèé íà îáû÷íûé äîêóìåíò â Âîðäå, òîëü-
êî â íåñêîëüêî äðóãîì ôîðìàòå. Ýòîò ôàéë âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå, ÷òî åñòü íà ñòðàíèöå:
òåêñòû, ðèñóíêè, ëèíêè, è òàê äàëåå. Âàø áðàóçåð � ýòî ôàêòè÷åñêè èíòåðôåéñ, êî-
òîðûé ïîçâîëÿåò âàì çàïðîñèòü ôàéë ñ ñîäåðæàíèåì íóæíîé âàì ñòðàíèöû.

Îòïðàâêà öèôðîâîé èíôîðìàöèè ñðàâíèìà â îòïðàâêîé îáû÷íîé ïî÷òû èëè ãðó-
çîâ. Çàïðîñ ñ âàøåãî âåá-áðàóçåðà ïîñòóïàåò íà òàê íàçûâàåìûé âåá-ñåðâåð ïîä èìåíåì
mipt.ru, ýòî âåá-ñåðâåð ÌÔÒÈ. Âåá-ñåðâåð � ýòî ñïåöèàëüíî âûäåëåííûé êîìïüþòåð,
êîòîðûé îòâå÷àåò çà òî, ÷òîáû íàéòè íóæíûé ôàéë è îòïðàâèòü åãî íà áðàóçåð ïîëü-
çîâàòåëÿ. Ó êàæäîãî ñàéòà, èëè äîìåíà � mipt.ru, rzd.ru, google.com, è òàê äàëåå �
åñòü ñâîé âåá-ñåðâåð, è ÷àñòî íå îäèí.

Ïîëó÷èâ âàø çàïðîñ, âåá-ñåðâåð ÌÔÒÈ îòïðàâëÿåò íà âàø áðàóçåð ôàéë ñ ñî-
äåðæàíèåì ãëàâíîé ñòðàíèöû. Äàëüøå âû íà÷èíàåòå ÷èòàòü ïîäðîáíåå, êëèêàåòå íà
ëèíêè, çàãðóæàåòå äîêóìåíòû. È êàæäûé ðàç âåá-ñåðâåð ÌÔÒÈ îòïðàâëÿåò âàì íî-
âûå ñòðàíè÷êè, ôîòîãðàôèè, òåêñòû, è òàê äàëåå. Êðîìå âàñ, íà ñàéò çàõîäÿò äðóãèå
ïîëüçîâàòåëè, ñ äðóãèìè çàïðîñàìè. Ó âåá ñåðâåðà ðàáîòû õâàòàåò! È åñëè ðàáîòû
ñëèøêîì ìíîãî, òî âàøè çàïðîñû äîëæíû äîæèäàòüñÿ ñâîåé î÷åðåäè.

È ýòî åùå íå âñå. Êàê è ïî÷òîâàÿ ïåðåñûëêà, èíôîðìàöèÿ ïîïàäàåò ñ îäíîãî êîì-

57



Ãëàâà 6. Ñèëà âûáîðà èç äâóõ

ïüþòåðà íà äðóãîé íå íàïðÿìóþ, à ÷åðåç íåñêîëüêî ïðîìåæóòî÷íûõ óçëîâ. Êàæäûé
óçåë � ýòî òîæå ñåðâåðû, è òàì òîæå ìîãóò îáðàçîâàòüñÿ î÷åðåäè íà äîñòàâêó è îò-
ïðàâêó. Ýòî ïðîèñõîäèò ïðè îòïðàâêå ëþáîé öèôðîâîé èíôîðìàöèè, áóäü òî å-ìåéë,
ôîòîãðàôèè íà Ôåéñáóêå èëè âàø ãîëîñ ïî Ñêàéïó.

Íàñêîëüêî äëèííîé áóäåò î÷åðåäü? Ìîæíî ëè îãðàíèçîâàòü ñåðâèñ � íàïðèìåð,
îòïðàâêó âåá-ñòðàíèö èëè ïåðåäà÷ó ãîëîñà è âèäåî � ÷òîáû çàäåðæêè áûëè êàê ìîæ-
íî ìåíüøå? Ýòèìè âîïðîñàìè çàíèìàåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ îáëàñòü ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ �Òåîðèÿ î÷åðåäåé� èëè �Òåîðèÿ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ�. Ñðåäè åå îñ-
íîâàòåëåé êðóïíûå ðîññèéñêèå ìàòåìàòèêè � Àëåêñàíäð ßêîâëåâè÷ Õèí÷èí è Áîðèñ
Âëàäèìèðîâè÷ Ãíåäåíêî.

Òåîðèÿ î÷åðåäåé âîçíèêëà èç ïðàêòèêè, â íà÷àëå 20-ãî âåêà, êîãäà äàòñêèé ìàòå-
ìàòèê Àãíåð Êðàðóï Ýðëàíã ðåøèë ïðîàíàëèçèðîâàòü ðàáîòó òåëåôîííîé ñòàíöèè. Ñ
ïîÿâëåíèåì ñîâðåìåííûõ òåëåêîììóíèêàöèé, ýòà òåîðèÿ ïîëó÷èëà íîâîå íåîáúÿòíîå
ïîëå ïðèëîæåíèé è ìîùíûé òîë÷îê ê ðàçâèòèþ. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññêàæåì òîëüêî îá
îäíîé çàäà÷å, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ áàëàíñèðîâêà íàãðóçêè, è îá îäíîì åå îòíîñèòåëüíî
íåäàâíåì è íåîáûêíîâåííî ýëåãàíòíîì ðåøåíèè.

6.2 Ïàðàëëåëüíûå ñåðâåðû

Êàê âû óæå ïîíÿëè, çàïðîñîâ íà âåá-ñåðâåð ïîñòóïàåò î÷åíü ìíîãî. Ïîýòîìó ÷àñòî èñ-
ïîëüçóåòñÿ íå îäèí, à ñðàçó íåñêîëüêî ñåðâåðîâ, êîòîðûå ìîãóò îáðàáàòûâàòü çàïðîñû
îäíîâðåìåííî. Ñåðâåðîâ ìîæåò áûòü î÷åíü ìíîãî. Íàïðèìåð, ñîâðåìåííûå ïîñèêîâûå
ñèñòåìû, êàê ßíäåêñ è Ãóãë, ïîëó÷àþò ìèëëèàðäû ïîèñêîâûõ çàïðîñîâ â äåíü. Ïî-
ýòîìó îíè îñíàùåíû îãðîìíûì êîëè÷åñòâîì ìîùíûõ ñåðâåðîâ, êîòîðûå çàíèìàþò
âíóøèòåëüíûå òåððèòîðèè.

Êîãäà âû ïîñûëàåòå çàïðîñ, âàñ ñîâåðøåííî íå âîëíóåò, êàêîé èç ïàðàëëåëüíûõ
ñåðâåðîâ åãî áóäåò îáðàáàòûâàòü. Ýòî âíóòðåííÿÿ êóõíÿ âåá-ñåðâåðîâ. Íî ÷òîáû íà-
øè çàïðîñû âûïîëíÿëèñü áûñòðî è ýôôåêòèâíî, âîïðîñ íàëàæåííîé ïàðàëëåëüíîé
ðàáîòû î÷åíü àêòóàëåí.

Ñõåìàòè÷åñêè, ìû èçîáðàçèëè ïàðàëëåëüíûå ñåðâåðû íà Ðèñóíêå 6.1. Çàïðîñû íà
ðèñóíêå ðàçíîé âåëè÷èíû, ïîòîìó ÷òî âñå çàïðîñû ðàçíîãî îáúåìà. Êòî-òî çàïðîñèë
ñòðàíèöó ñ êîðîòåíüêèì òåêñòîì, à êòî-òî � ãîäîâîé îò÷åò íà 100 ñòðàíèö ñ ãðàôè-
êàìè è ôîòîãðàôèÿìè. Åñëè èíôîðìàöèè áîëüøå, íî íà åå îòïðàâêó íóæíî áîëüøå
âðåìåíè.

Ïîñêîëüêó ñåðâåðîâ ìíîãî, òî âîçíèêàåò ïðîáëåìà: íà êàêîé ñåðâåð îòïðàâèòü âàø
çàïðîñ? Ïðîáëåìà ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàíèé ïî ïàðàëëåëüíûì ñåðâåðàì äàëåêî íå òðè-
âèàëüíàÿ. Íàïðèìåð, íåëüçÿ äîïóñòèòü, ÷òîáû îäèí ñåðâåð áûë ïåðåãðóæåí, à äðóãîé
ïðîñòàèâàë. Æåëàòåëüíî ðàñïðåäåëèòü íàãðóçêó ïî ñåðâåðàì ðàâíîìåðíî, è ñâåñòè
î÷åðåäè ê ìèíèìóìó. Êàê ýòî ñäåëàòü? Â îáùèõ ÷åðòàõ, ýòî è åñòü çàäà÷à î áàëàíñè-
ðîâàíèè íàðóçêè.

Ýòà çàäà÷à âîçíèêàåò íå òîëüêî ïðè îòïðàâêå è ïåðåñûëêå èíôîðìàöèè. Äðóãîé
ðàñïðîñòðàíåííûé è î÷åíü ïîõîæèé ïðèìåð � ýòî âû÷èñëåíèÿ íà óäàëåííîì êîìïü-
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Ðèñ. 6.1: Íåñêîëüêî ïàðàëëåëüíûõ ñåðâåðîâ. Â ðåàëüíîñòè ñåðâåðîâ íàìíîãî áîëüøå.
Çàïðîñû ðàçíîé âåëè÷èíû, ïîòîìó ÷òî îíè ñîäåðæàò ðàçíîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè,
è ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ èõ îòïðàâêè òðåáóåòñÿ ðàçíîå âðåìÿ.

òåðå. Íàïðèìåð, êîãäà â íàó÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ îäíèì ñóïåð-ìîùíûì êîìïüþòåðîì
ïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî èññëåäîâàòåëüñêèõ ãðóïï, èëè êîãäà ìû ÷òî-òî õðàíèì èëè âû-
÷èñëÿåì íà �îáëàêå�. Ïðîáëåìû âîçíèêàþò, åñëè çàïðîñîâ íà âû÷èñëåíèÿ ìíîãî, âû-
÷èñëåíèÿ îáúåìíûå, è èõ íåâîçìîæíî âûïîëíèòü âñå îäíîâðåìåííî.

Ó çàäà÷è áàëàíñèðîâêè íàãðóçêè åñòü ìíîãî ðàçíûõ ðåøåíèé. È íàì îïÿòü íåîá-
õîäèìà ìàòåìàòèêà, ïîòîìó ÷òî èíà÷å íåâîçìîæíî ñ óâåðåííîñòüþ ñêàçàòü, êàêîå èç
ðåøåíèé ëó÷øå. Ðåøåíèå, î êîòîðîì ìû ðàññêàæåì â ýòîé ãëàâå, î÷åíü ïðîñòîå è êðà-
ñèâîå, è åãî ýôôåêòèâíîñòü ñòðîãî äîêàçàíà. Èíòåðåñíî, ÷òî ðîññèéñêèå ìàòåìàòèêè
âíåñëè çäåñü ñåðüåçíûé âêëàä.

6.3 Êàêîé ñåðâåð âûáðàòü?

Âîçìîæíî, íåêîòîðûå ñåðâåðû â äàííûé ìîìåíò ïðîñòàèâàþò, à íåêîòîðûå ñèëüíî
çàãðóæåíû. Íàïðèìåð, íà Ðèñóíêå 6.1, Ñåðâåð 5 çàãðóæåí áîëüøå âñåõ.

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ëó÷øå âñåãî îòïðàâèòü âàø çàïðîñ íà âòîðîé ñåðâåð
� òîò, ó êîòîðîãî ñàìàÿ êîðîòêàÿ î÷åðåäü (â äàííîì ñëó÷àå, î÷åðåäè ïðîñòî íåò).
Òàêàÿ ñòðàòåãèÿ íå âñåãäà îïòèìàëüíà. Ìîæåò îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî â î÷åðåäè âñåãî
îäèí çàïðîñ, íî çàòî ýòîò çàïðîñ î÷åíü îáúåìíûé, â òî âðåìÿ êàê â äðóãîé î÷åðåäè
ïÿòü êîðîòåíüêèõ çàïðîñîâ, êîòîðûå áóäóò âûïîëíåíû ìîìåíòàëüíî. Âñå ìû âèäåëè
ïîõîæóþ ñèòóàöèþ â îáû÷íîì ñóïåðìàðêåòå. Ëó÷øå âñòàòü â î÷åðåäü èç òðåõ ÷åëîâåê
ñ ìàëåíüêèìè êîðçèíî÷êàìè, ÷åì îêàçàòüñÿ ïîçàäè îäíîé áîëüøîé òåëåæêè! Èíîãäà
ñóïåðìàðêåòû äàæå îòêðûâàþò ñïåöèàëüíóþ êàññó äëÿ òåõ, ó êîãî ìàëî ïîêóïîê. È â
ýòîé î÷åðåäè, äàæå åñëè îíà äëèíåå äðóãèõ, âàñ ïðàêòè÷åñêè âñåãäà îáñëóæàò áûñòðåå.

Åñëè ïîäóìàòü ïðî ïðèìåð ñ ñóïåðìàðêåòîì, òî ïîíÿòíî, ÷òî ëó÷øå âñåãî âûáðàòü
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ñåðâåð, ó êîòîðîãî ìåíüøå âñåãî ðàáîòû, òî åñòü êîòîðûé îñâîáîäèòñÿ ðàíüøå âñåõ.
Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî òîæå íåòðóäíî äîêàçàòü. Îäíàêî, åñòü ñóùåñòâåííàÿ ðàçíèöà ñ
ñóïåðìàðêåòîì. Â ñóïåðìàðêåòå ìû âèäèì, ó êîãî ñêîëüêî ïîêóïîê, è ïðèìåðíî çíàåì,
êàêàÿ î÷åðåäü ïîéäåò áûñòðåå. ×òîáû ïðèìåíèòü òàêóþ òàêòèêó íà âåá-ñåðâåðå, ñåðâåð
äîëæåí �çíàòü�, ñêîëüêî âðåìåíè çàéìåò îáðàáîòêà êàæäîãî çàïðîñà â î÷åðåäè.

Ìû ïðèâûêëè, ÷òî êîìïüþòåðû �óìíûå�. Òåì íå ìåíåå, î÷åíü âàæíî ïîíÿòü, ÷òî
êîìïüþòåð íå ÷åëîâåê, îí íå ìîæåò �âçãëÿíóòü� è �îöåíèòü�. Îí íå óìååò �äóìàòü�.
Âñå, ÷òî îí ìîæåò, � ýòî èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ, êîòîðàÿ ó íåãî åñòü, è âêëþ÷èòü
ýòó èíôîðìàöèþ â ïðîòîêîë, òî åñòü çàðàíåå óñòàíîâëåííûé ïîðÿäîê äåéñòâèé. Ýòî
îçíà÷àåò: îöåíèâàòü îáúåì êàæäîãî çàïðîñà ïðè âõîäå, õðàíèòü ýòó èíôîðìàöèþ, è
óäàëèòü åå, êîãäà çàïðîñ âûïîëíåí. Íà ýòî óõîäèò âðåìÿ, òðàòèòñÿ ïàìÿòü, ðàáîòà
ñåðâåðà çàìåäëÿåòñÿ. Ïîýòîìó òàêèå ïðîòîêîëû èñïîëüçóþòñÿ, òîëüêî êîãäà ýòî äåé-
ñòâèòåëüíî íåîáõîäèìî. Íàïðèìåð, êîãäà î÷åíü áîëüøèå ïîðöèè èíôîðìàöèè äîëæíû
äîéòè â ðåàëüíîì âðåìåíè, ñêàæåì, ãîëîñ èëè âèäåî ïî Ñêàéïó.

Åñëè íàì íåèçâåñòåí îáúåì çàäàíèé â î÷åðåäè, òî ëó÷øåå, ÷òî ìû ìîæåì ñäåëàòü,
ýòî âûáðàòü ñàìóþ êîðîòêóþ î÷åðåäü. Òàêàÿ ñòðàòåãèÿ òîæå õîðîøî èçó÷åíà ìàòåìà-
òèêàìè. Îíà î÷åíü ýôôåêòèâíà, ïî÷òè îïòèìàëüíà. Èòàê, îòïðàâëÿåì çàïðîñ â ñàìóþ
êîðîòêóþ î÷åðåäü? Íî âû íàâåðíîå óæå äîãàäàëèñü, ÷òî â ðåàëüíîñòè âîçíèêàþò ïðî-
áëåìû. Îòêóäà ñèñòåìà �çíàåò� äëèíó î÷åðåäè êàæäîãî ñåðâåðà íà äàííûé ìîìåíò?

Êàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î çàãðóçêå, ñêàæåì, 1000 ñåðâåðîâ? Ìîæíî
ïîñëàòü ñåðâåðàì çàïðîñ. Íà îáìåí èíôîðìàöèåé óéäåò êàêîå-òî âðåìÿ. Äîñòàâëåí-
íàÿ èíôîðìàöèÿ áóäåò õîòü íåìíîæêî, íî óñòðàåâøåé. Èíôîðìàöèÿ ñî âñåõ ñåðâåðîâ
âìåñòå çàãðóçèò êàíàë, êîòîðûé íàì íóæåí äëÿ îáðàáîòêè çàïðîñà. Êðîìå ýòîãî, íóæ-
íî ãäå-òî ñîõðàíèòü ïîëó÷åííóþ èíôîðìàöèþ, ñêîðððåêòèðîâàòü íà çàäåðæêó, ïðî-
ñ÷èòàòü ðåøåíèå. Äà, âñå ýòî ïðîèñõîäèò áûñòðî. Íî â èòîãå, ìîæåò áûòü, âûãîäíåå
îòïðàâèòü âàø çàïðîñ íà ëþáîé ñåðâåð, íàóãàä, çàòî ñðàçó? Â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ âàì íå
ïîâåçåò, è çàïðîñ çàñòðÿíåò â î÷åðåäè. Çàòî ñèñòåìà áóäåò ðàáîòàòü áûñòðî, è êàíàëû
ïåðåäà÷è íå áóäóò çàãðóæåíû ëèøíåé èíôîðìàöèåé.

Â ðàçíûõ ñëó÷àÿõ, è â çàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèè, çàäà÷à ðåøàåòñÿ ðàçíûìè ñïîñî-
áàìè. Îäèí èç ñàìûõ èçâåñòíûõ è ïðîñòûõ ìåòîäîâ íàçûâàåòñÿ �Power of two choices�
- ñèëà âûáîðà èç äâóõ.

6.4 Ñèëà âûáîðà èç äâóõ

Äàâàéòå åùå ðàç ïîñìîòðèì íà äâà êðàéíèõ ñëó÷àÿ. Ñîáèðàòü èíôîðìàöèþ îò âñåõ
ñåðâåðîâ íåóäîáíî è çàíèìàåò ìíîãî âðåìåíè. Îòïðàâëÿòü çàïðîñ íàóãàä, ïðè ïîë-
íîì îòñóòñòâèè èíôîðìàöèè, òîæå ïëîõî, ïîòîìó ÷òî òîãäà ìû ðèñêóåì ïîïàñòü íà
ñàìûé çàãðóæåííûé ñåðâåð. Åñëè êðàéíèå ñëó÷àè íàñ íå óñòðàèâàþò, òî ñêîðåå âñåãî
ñàìîå ëó÷øåå ðåøåíèå ëåæèò ãäå-òî ïîñåðåäèíêå. È ÷àñòî óæå ïåðâûé øàã â ýòîì
íàïðàâëåíèè âåäåò ê ñåðüåçíûì óëó÷øåíèÿì.

×òî åñëè ìû çàòðåáóåì èíôîðìàöèþ î äëèíå î÷åðåäè íå íà âñåõ ñåðâåðàõ, à òîëü-
êî íà äâóõ, âûáðàííûõ íàóãàä? Îòâåò îò äâóõ ñåðâåðîâ ìû ïîëó÷èì áûñòðî, è íà
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çàãðóçêó ñèñòåìû ýòî ïðàêòè÷åñêè íå ïîâëèÿåò. Äàëüøå ìû ïîñìîòðèì, íà êàêîì èç
äâóõ ñåðâåðîâ î÷åðåäü ìåíüøå, è èìåííî íà ýòîò ñåðâåð ìû îòïðàâèì íàø çàïðîñ. Ó
ýòîãî ïðîñòîãî ìåòîäà íåñêîëüêî íàçâàíèé: �ïàðàäèãìà äâóõ âûáîðîâ�, �ìåòîä äâóõ
ñëó÷àéíûõ âûáîðîâ�, �ìåòîä âûáîðà èç äâóõ�. À èíîãäà ýòó ìîäåëü íàçûâàþò �ìîäåëü
ñóïåðìàðêåòà�.

Ïîíÿòíî, ÷òî âûáèðàòü ñàìóþ êîðîòêóþ î÷åðåäü èç äâóõ ñëó÷àéíûõ ñåðâåðîâ ëó÷-
øå, ÷åì âûáèðàòü ñåðâåð âñëåïóþ. Íî íàñêîëüêî ëó÷øå? Îêàçûâàåòñÿ, ðåçóëüòàòû
ïðîñòî íåñðàâíèìû!

×òîáû âîî÷èþ óáåäèòüñÿ â ýôôåêòèâíîñòè âûáîðà èç äâóõ, äàâàéòå ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñåðâåðîâ ìíîãî, è äîïóñòèì, ÷òî ñèñòåìà çàãðóæåíà íà 90%. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî êàæäûé ñåðåâåð ïðîñòàèâàåò ïðèìåðíî 10% âðåìåíè. Ýòî âïîëíå ðàçóìíî. Åñ-
ëè çàãðóçêà áîëüøå, òî èç-çà íåðàâíîìåðíîñòè ïîñòóïëåíèÿ ðàáîòû è èç-çà òîãî, ÷òî
êàæäûé çàïðîñ òðåáóåò ðàçíîãî âðåìåíè îáðàáîòêè, î÷åðåäè áóäóò íåïîçâîëèòåëüíî
áîëüøèìè. Ïðè çàãðóçêå 90%, åñëè âûáèðàòü ñåðâåð íàóäà÷ó, òî â ñðåäíåì íà ñåðâåðå
áóäåò äåâÿòü ñîîùåíèé. À åñëè ïðèìåíèòü âûáîð èç äâóõ, òî ñðåäíÿÿ î÷åðåäü áóäåò
ïðèìåðíî 2.35 � ýôôåêò ïî÷òè â ÷åòûðå ðàçà!

Åùå èíòåðåñíåå ïîñìîòðåòü ïîäðîáíåå. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ñåðâåðîâ ïóñòóþò? Êà-
êàÿ äëèíà î÷åðåäè íàèáîëåå òèïè÷íà? Â Òàáëèöå 6.1 ìû ïîñ÷èòàëè è ñðàâíèëè ïðîöåíò
ñåðâåðîâ ñ î÷åðåäüþ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, è áîëüøå 6, ïðè âûáîðå ñåðâåðà íàóãàä è åñëè
ïðèìåíèòü ìåòîäà âûáîðà èç äâóõ. Çàãðóçêà ïî-ïðåæíåìó 90%. Ðåçóëüòàòû äîâîëüíî
òî÷íûå, êîãäà ñåðâåðîâ ìíîãî.

Ïðîöåíò ñåðâåðîâ, ñ äëèííîé î÷åðåäè, êàê â ïåðâîé êîëîíêå

Äëèíà î÷åðåäè Âûáîð ñåðâåðà íàóãàä Ìåòîä âûáîðà èç äâóõ

0 10% 10.0%

1 9.0% 17.1%

2 8.1% 25.1%

3 7.3% 27.2%

4 6.6% 16.8%

5 5.9% 3.7%

6 5.3% 0.1%

7 è áîëüøå 47.8% 0.0%

Òàáëèöà 6.1: Ïðîöåíò ñåðâåðîâ ñ î÷åðåäüþ 1 � 6, è 7 è áîëüøå. Çàãðóçêà ñèñòåìû
90%. Åñëè âûáèðàòü ñëó÷àéíûé ñåðâåð, òî ïî÷òè ó ïîëîâèíû ñåðâåðîâ î÷åðåäü 7 è
áîëüøå. Ïðè ìåòîäå âûáîðà èç äâóõ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ î÷åðåäü äëèíû òðè,
à î÷åðåäü 7 èëè áîëüøå ïî÷òè íå âñòðå÷àåòñÿ. Ôîðìóëû, ïî êîòîðûì ìû ïîäñ÷èòàëè
ýòè ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåíû íèæå â ðàìêå.

Äàâàéòå ïîñìîòðèì, ÷òî îçíà÷àþò ýòè ÷èñëà. Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî è â òîì è âäðóãîì
ñëó÷àå 10% ñåðâåðîâ ïóñòóåò. Ýòî åñòåñòâåííî, ïîòîìó ÷òî ñèñòåìà çàãðóæåíà íà 90%.
Çàòî äàëüøå ðàçíèöà ñîâåðøåííî î÷åâèäíà. Ïðè ìåòîäå âûáîðà èç äâóõ, íàãðóçêà
ðàñïðåäåëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî. Áîëüøå ÷åì ó ïîëîâèíû ñåðâåðîâ î÷åðåäü äâà èëè òðè,
à î÷åðåäü ñåìü èëè áîëüøå ïî÷òè íèêîãäà íå âñòðå÷àåòñÿ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ýòèì, êàð-
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òèíà ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå ñåðâåðà äîâîëüíî ïå÷àëüíà. Ïî÷òè ó ïîëîâèíû ñåðâåðîâ
î÷åðåäü ñåìü èëè áîëüøå!

Ñàìîå ïîðàçèòåëüíîå â ýòîé èñòîðèè, ÷òî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè
èìååò òàêîé êîëîññàëüíûé ýôôåêò! Çíàíèå î÷åðåäè âñåãî íà äâóõ ñåðâåðàõ êàðäè-
íàëüíî ìåíÿåò êàðòèíó. Èìåííî ýòà êðàñèâàÿ è íåòðèâèàëüíàÿ èäåÿ äåëàåò çàäà÷ó
èíòåðåñíîé ñ íàó÷íîé òî÷êè çðåíèÿ.

6.5 Êòî ïðèäóìàë è îáîñíîâàë ìåòîä âûáîðà èç äâóõ

Ïåðâûé ðàç ìåòîä âûáîðà èç äâóõ ïðåäëîæèëè ó÷åíûå-èíôîðìàòèêè Ä.Ë. Èàãåð, Ý.Ä.
Ëàçîâñêà è Äæ. Çàõîðÿí â 1986 ãîäó [13], èìåííî â êîíòåêñå ðàçäëåíèÿ âû÷èñëèòåëü-
íîé ðàáîòû ìåæäó ðåñóðñàìè. Ýòî ïðàêòè÷åñêè òà æå ñèòóàöèÿ, ÷òî è íàø ïðèìåð ñ
âåá-ñåðâåðîì. Àâòîðû çàìåòèëè, êàê ñèëüíî âëèÿåò íà ñèñòåìó íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî
èíôîðìàöèè. Îíè òàêæå îáðàòèëè âíèìàíèå, ÷òî èìåííî âûáîð èç äâóõ (à íå èç òðåõ
èëè ÷åòûðåõ) ÷àñòî îñîáåííî ýôôåêòèâåí.

Êàçàëîñü áû, îòêðûòèå ñäåëàíî? Íî, êàê âñåãäà â íàóêå, ýòî áûëî òîëüêî íà÷àëî.
Äåëî â òîì, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû â ñòàòüå Èàãåð è ñîàâòîðîâ îñíîâûâàëèñü èñêëþ÷è-
òåëüíî íà òàê íàçûâàåìîì èìèòàöèîííîì ìîäåëèðîâàíèè.

×òî òàêîå èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå, è â ÷åì åãî ñèëà è íåäîñòàòêè, ïîíÿòü
ñîâñåì íåòðóäíî. Ìíîãèå, íàâåðíîå, èãðàëè â êîìïüþòåðíûå èãðû, ãäå íàäî, ñêàæåì,
óïðàâëÿòü àâòîìîáèëåì. Êîíå÷íî, íèêàêîãî àâòîìîáèëÿ íåò. Íî âû ïðîåäåòå ïî âèðó-
òàëüíîé äîðîãå çà âèðòóàëüíûì ðóëåì, è âàì äàäóò âñþ ñòàòèñòèêó � ñêîðîñòü, âðåìÿ,
êà÷åñòâî âîæäåíèÿ, è òàê äàëåå. Òî÷íî òàê æå ìîæíî âèðòóàëüíî èçîáðàçèòü ðàáîòó
ñåðâåðîâ, è ïîñìîòðåòü, êàê íàøè âåðòóàëüíûå ñåðâåðû áóäóò ðàáîòàòü ïðè ðàçíûõ
ìåòîäàõ ðàñïðåäåëåíèÿ íàãðóçêè. Ýòî äàåò ïðåäñòàâëåíèå î ðåçóëüòàòàõ áåç íåîáõîäè-
ìîñòè ÷òî-òî ìåíÿòü íà ðåàëüíîì ñåðâåðå, ÷òî áûâàåò òðóäíî, èëè äàæå íåâîçìîæíî
íà äàííîì ñåðâåðå ïî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì, è ÷ðåâàòî áîëüøèì êîëè÷åñòâîì îøè-
áîê. Òî÷íî òàêæå, êàê äëÿ áîëüøèíñòâà èç íàñ Ôîðìóëó 1 íà ñêîðîñòè 250 êì â ÷àñ
ëó÷øå ïðîõîäèòü âèðòóàëüíî, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ íà÷àëà.

Èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå � ìîùíûé ñïîñîá ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ñëîæíîé
ñèñòåìå. Ñ ïåðâîãî âçãëÿäà ìîæíî äàæå ïîäóìàòü, ÷òî ôîðìóëû âîîáùå íå íóæíû è
÷òî èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî. Íî ó ýòîãî ïîäõîäà åñòü îãðàíè÷åíèÿ.
Âî-ïåðâûõ, åñëè ïàðàìåòðû ñèñòåìû èçìåíèëèñü (íàïðèìåð, èçìåíèëîñü êîëè÷åñòâî
ïîñòóïàþùèõ ñîîáùåíèé â ìèíóòó), òî âñå íàäî ïåðåñ÷èòûâàòü çàíîâî. Åñëè áû áûëà
ôîðìóëà, òî íîâîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ìîæíî áûëî áû ïðîñòî â íåå ïîäñòàâèòü. Âî-
âòîðûõ, èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå íå äàåò îòâåòà íà âîïðîñ ïî÷åìó ìåòîä òàê
õîðîøî ðàáîòàåò, à èç ìàòåìàòè÷åñêîãî äîâàçàòåëüñòâà îáû÷íî ñðàçó âèäíî, êàêèå
ôàêòîðû îêàçàëè ðåøàþùåå âëèÿíèå.

Ìû íèêîãäà íå ñìîãëè áû ïðîñòî òàê âçÿòü è çà ïàðó ìèíóò ïîñ÷èòàòü ðåçóëüòàòû
â Òàáëèöå 6.1, è íèêîãäà áû íå ñìîãëè áû òî÷íî îöåíèòü ýôôåêòèâíîñòü âûáîðà èç
äâóõ, åñëè áû íå âêëàä ìàòåìàòèêîâ. Âñïëåñê èíòåðåñà ñðåäè ìàòåìàòèêîâ ê ýòîé
òåìå ïðîèçîøåë âî âòîðîé ïîëîâèíå 1990-õ, è èìåííî òîãäà áûëè ïîëó÷åíû îñíîâíûå
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ðåçóëüòàòû.
Â 1996 ãîäó ðîññèéñêèå ìàòåìàòèêè Í.Ä. Ââåäåíñêàÿ, Ð.Ë. Äîáðóøèí è Ô.È. Êàð-

ïåëåâè÷ îïóáëèêîâàëè ñòàòüþ �Ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ ñ âûáîðîì íàèìåíüøåé èç äâóõ
î÷åðåäåé � àñèìïòîòè÷åñêèé ïîäõîä� â æóðíàëå �Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè� [27].
Ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ � ýòî íàøè íåñêîëüêî ñåðâåðîâ, êîòîðûå äîëæíû îòïðàâèòü
(îáñëóæèòü) ïîëüçîâàòåëÿì âåá-ñòðàíèöû. Âûáîð íàèìåíüøåé èç äâóõ î÷åðåäåé ìû
óæå îáñóäèëè � ýòî è åñòü ìåòîä âûáîðà èç äâóõ.

Íà ñàìîì äåëå, è ïðî àñèìïòîòè÷åñêèé ïîäõîä ìû óæå óïîìÿíóëè íåñêîëüêî ðàç,
ïðîñòî íå ïîëüçîâàëèñü ýòîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåðìèíîëîãèåé. Äåëî â òîì, ÷òî íàøà
ñèñòåìà âûáîðà èç äâóõ íå ïîääàåòñÿ òî÷íîìó ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. Îá ýòîì
àâòîðû ïèøóò íà ïåðâîé æå ñòðàíèöå. Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî ñåðâåðîâ íåñêîëüêî, è
ýòî äåëàåò ìàòåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ íàñòîëüêî ãðîìîçäêèìè, ÷òî èõ íåâîçìîæíî
ðàçðåøèòü íè íà áóìàãå, íè äàæå íà êîìïüþòåðå. Ýòà ïðîáëåìà ñèëüíî óïðîùàåòñÿ,
åñòü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñåðâåðîâ î÷åíü ìíîãî, áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî. Òîãäà ñàìûå
çàïóòàííûå ÷àñòè â óðàâíåíèè ñòàíîâÿòñÿ íàñòîëüêî ìàëåíüêèìè, ÷òî èìè ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. À òî, ÷òî îñòàåòñÿ, ïîääàåòñÿ àíàëèçó. Ýòîò àíàëèç ïî-ïðåæíåìó äàëåêî
íåòðèâèàëüíûé, íî óæå âûïîëíèìûé! Ýòî è åñòü àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç, îò ñëîâà
àñèìïòîòà � ïðåäåë, êîòîðûé íåëüçÿ äîñòèãíóòü. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû âñå-
ãäà ïðèáëèçèòåëüíûå. Íèêòî íèêîãäà íå äàñò âàì áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ñåðâåðîâ!
Íî êîãäà ñåðâåðîâ ìíîãî, òî àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î÷åíü òî÷íûå, à ãëàâíîå,
îíè äàþò íàì âîçìîæíîñòü ïîíÿòü, êàê æå ðàáîòàåò ñèñòåìà. Èìåííî òàêîé àñèìïòî-
òè÷åñêèé àíàëèç è ñäåëàëè àâòîðû ñòàòüè. Ðåçóëüòàòû â Òàáëèöå 6.1 âçÿòû èç ñòàòüè
íàïðÿìóþ, ìû òîëüêî ïîäñòàâèëè ÷èñëà. Ïðè ýòî ìû îòäàëè äîëæíîå àñèìïòîòè÷å-
ñêîìó ïîäõîäó è îãâîðèëèñü, ÷òî ðåçóëüòàòû ïðèìåíèìû, êîãäà ñåðâåðîâ ìíîãî. Åñëè
âàì èíòåðåñíû ïîäðîáíîñòè ïîäñ÷åòîâ, ìû ïðèâîäèì èõ â Ïðèëîæåíèè 10.4.1.

Ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî ñ ðîññèéñêèìè ìàòåìàòèêàìè, ïîõîæèå ðåçóëüòàòû îïóá-
ëèêîâàë Ìèõàåë Ìèòöåíìàõåð (Michael Mitzenmacher) èç Ãàðâàðäñêîãî óíèâåðñèòåòà.
Âñêîðå ïîÿâèëîñü åùå íåñêîëüêî ñòàòåé, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëè ðàçíûå îñîáåíîñòè
ñèñòåìû (íàïðèìåð, äëèíó î÷åðåäè íà ñàìîì çàãðóæåííîì ñåðâåðå) è ïðåäëàãàëè ðàç-
íûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ. Âèäèìî, ýòî áûë êàê ðàç òî ñëó÷àé, êîäà èäåè âèòàëè â
âîçäóõå!

Â 2001 ãîäó Ìèõàåë Ìèòöåíìàõåð ñ êîëëåãàìè îïóáëèêîâàë ñåðüåçíóþ îáçîðíóþ
ñòàòüþ íà ýòó òåìó [23], êîòîðîé ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðè íàïèñàíèè ýòîé ãëàâû. Óæå
íà òîò ìîìåíò ëèòåðàòóðà î âûáîðå èç äâóõ, è äðóãèõ ïîõîæèõ ìîäåëÿõ, ñòàëà äîñòà-
òî÷íî îáøèðíîé, è ïðîäîëæàåò ðàñòè äî ñèõ ïîð.

6.6 Äðóãèå ïðèìåíåíèÿ

Â ñòàòüå [23] è äðóãîé ëèòåðàòóðå óïîìèíàåòñÿ íåñêîëüêî ïðèìåíåíèé ìåòîäà âû-
áîðà èç äâóõ. Îäíî ïðèëîæåíèå ìû óæå ðàññìîòðåëè ïîäðîáíî � áàëàíñèðîâêà íà-
ãðóçêè, êîãäà åñòü íåñêîëüêî îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî áûëè
âåá-ñåðâåðû, è ìû óïîìÿíóëè ïåðåñûëêó èíôîðìàöèè ÷åðåç Èíòåðíåò è óäàëåííûå
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âû÷èñëåíèÿ. Íî ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò è âî ìíîæåñòâå äðóãèõ êîíòåêñòîâ. Íå
ñëó÷àéíî îäíî èç íàçâàíèé ìîäåëè � �ìîäåëü ñóïåðìàðêåòà�. Â ñëåäóþùèé ðàç íå îá-
õîäèòå âñå êàññû, îêèíüòå âçãëÿäîì äâå íàóãàä, è âûáèðàéòå ñàìóþ êîðîòêóþ î÷åðåäü
èç äâóõ!

Åñòü è äðóãèå ïðèëîæåíèÿ, ìû êîðîòêî íàïèøåì ïðî äâà èç íèõ, òîæå ñâÿçàííûå
ñ êîìïüþòåðíûìè òåõíîëîãèÿìè. Ïåðâîå � ýòî õåø-òàáëèöû. Îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
òîãî, ÷òîáû èçâëå÷ü íóæíóþ èíôîðìàöèþ èç ïàìÿòè êîìïüþòåðà. Êîìïüþòåð èùåò
ýòó èíôîðìàöèþ ïî �êëþ÷ó� � êîðîòåíüêîìó êîäó. Êîãäà èíôîðìàöèè íåìíîãî, òî
êëþ÷åé äîñòàòî÷íî. Íî èíîãäà ïðîèñõîäÿò �êîëëèçèè�: íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ, êîòîðûå
õðàíÿòñÿ â ïàìÿòè, ïîëüçóþòñÿ îäíèì è òåì æå êëþ÷åì. Â ýòîì ñëó÷àå êîìïüþòåðó
íàäî ïðîâåðèòü âñþ ýòó ãðóïïó (êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ öåïî÷êîé), ÷òîáû íàéòè òî, ÷òî
íóæíî. Æåëàòåëüíî, êîíå÷íî, ÷òîáû êîëëèçèé áûëî êàê ìîæíî ìåíüøå, à öåïî÷êè
êàê ìîæíî êîðî÷å. Äëÿ ýòîãî ÷àñòî ïîëüçóþòñÿ ìåòîäàìè òèïà âûáîðà èç äâóõ.

Åùå îäíî ïðèìåíåíèå òîæå ñâÿçàíî ñ ýôôåêòèâíûì èñïîëüçîâàíèåì ïàìÿòè êîì-
ïüþòåðà, è íåìíîæêî ïîõîæå íà íàø ïðèìåð ñ ñåðâåðàìè. Ïðè êîìïüþòåðíûõ âû-
÷èñëåíèÿõ òðåáóåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïàìÿòè. Ëåã÷å âñåãî, êîãäà íåîáõîäèìîå êî-
ëè÷åñòâî ïàìÿòè äîñòóïíî â îäíîì ìåñòå. Íî ýòî íå âñåãäà âîçìîæíî. Â ðåàëüíîñòè
ðàñïðîñòðàíåíû òàê íàçûâàåìûå ñèñòåìû ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ, ãäå ïàìÿòüþ
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ íà íåñêîëüêèõ ðàçíûõ ìàøèíàõ. Ìåòîäû òèïà âûáîðà èç äâóõ
àêòóàëüíû â íåñêîëüêèõ ðàçíûõ âàðèàíòàõ ïðè êîîðäèíàöèè ðàáîòû ñèñòåì ñ ðàñïðå-
äåëåííîé ïàìÿòüþ.

6.7 Â ÷åì ñåêðåò ñèëû âûáîðà èç äâóõ

Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà èç äâóõ óäèâèòåëüíà. Íî åñëè çàäóìàòüñÿ, òî ðåçóëüòàò ýòîò
âïîëíå ëîãè÷íûé, è ìû ïîñòàðàåìñÿ ïðåäëîæèòü âàì ïðîñòîå îáúÿñíåíèå.

Äàâàéòå âåðíåìñÿ ê Ðèñóíêó 6.1. Ó Ñåðâåðà 5 ñàìàÿ äëèííàÿ î÷åðåäü. Åñëè âû-
áðàòü ñåðâåð íàóäà÷ó, òî íàøè øàíñû íàòêíóòüñÿ íà ýòîò çàãðóæåííûé ñåðâåð 1:5.
Ýòî 20% ñëó÷àåâ! Ïðè ýòîì íàøè øàíñû ïîïàñòü íà ñàìûé ëó÷øèé ñåðâåð, Ñåðâåð 2,
ðîâíî òàêèå æå.

Òåïåðü ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî ìû ñíà÷àëà âûáèðàåì äâà ñåðâåðà, à ïîòîì âûáèðàåì
íàèìåíüøóþ î÷åðåäü èç äâóõ. Âî-ïåðâûõ, â ýòîì ñëó÷àå íà Ñåðâåð 5 ìû â ïðèíöèïå íå
ïîïàäàåì íèêîãäà. Â õóäøåì ñëó÷àå, ìû ïîïàäåì íà Ñåðâåð 4. Íî äàæå ÷òîáû ïîïàñòü
íà Ñåðâåð 4, ìû äîëæíû íàóäà÷ó âûòÿíóòü Ñåðâåð 4 è Ñåðâåð 5. Äâà ñåðâåðà èç ïÿòè
ìîæíî âûáðàòü äåñÿòüþ ñïîñîáàìè: 1 è 2, 1 è 3, 1 è 4, 1 è 5, 2 è 3, 2 è 4, 2 è 5, 3 è
4, 3 è 5, 4 è 5. Âñå ýòè ïàðû ðàâíîâåðîÿòíû. Øàíñû, ÷òî èç äåñÿòè âîçìîæíûõ ïàð
ìû âûòÿíåì èìåííî ñàìóþ íåóäà÷íóþ, 4 è 5, âñåãî 1:10. Ïðè ýòîì ñâîáîäíûé Ñåðâåð
2 âõîäèò â ÷åòûðå èç äåñÿòè ïàð. Âûáðàâ ïàðó ñ ýòèì ñåðâåðîì, ìû íåïðåìåííî íà
íåãî ïîïàäåì. Çíà÷èò, íàøè øàíñû ïîïàñòü íà Ñåðâåð 2 ðàâíû 4:10, ýòî óæå íå 20%,
à 40%.

Èòàê, ó íàñ íàáðàëîñü òðè ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì âûáîð èç äâóõ âûãîäíåå âûáîðà
íàóãàä: 1) ìû íèêîãäà íå ïîïàäàåì â ñàìóþ äëèííóþ î÷åðåäü; 2) ìàëîâåðîÿòíî, ÷òî
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ìû âûáåðåì ñðàçó äâà ñåðâåðà ñ äëèííîé î÷åðåäüþ; 3) óâåëè÷èâàþòñÿ øàíñû ïîïàñòü
íà ïóñòîé ñåðâåð. Êàêàÿ èç ýòèõ ïðè÷èí ñàìàÿ çíà÷èòåëüíàÿ? Èç ìàòåìàòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñàìàÿ ãëàâíàÿ ïðè÷èíà 2). Ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî ñåðâåðîâ
ìíîãî, è ó 20% ñåðâåðîâ äëèííàÿ î÷åðåäü. Òîãäà øàíñû íàòêíóòüñÿ íà äâà òàêèõ
ñåðâåðà âñåãî

0.2× 0.2× 100% = 4%.

Èìåííî ýòî ïåðåìíîæåíèå âåðîÿòíîñòåé, 0.2 × 0.2, è ïðèâîäèò ê ñîâåðøåííî äðóãî-
ìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó äëèííûå î÷åðåäè ñòàíîâÿòñÿ ïðàêòè÷åñêè
íåâåðîÿòíû.

Äëÿ ïîäãîòîâëåííîãî ÷èòàòåëÿ â Ïðèëîæåíèè 10.4.1 ìû ïðèâîäèì áîëåå ôîð-
ìàëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå, è ôîðìóëû äëÿ ïîäñ÷åòîâ â Òàáëèöå 6.1.

Òàê ïîëó÷èëîñü, ÷òî Íåëëè, áóäó÷è àñïèðàíòêîé, ïðèñóòñòâîâàëà íà îäíîì èç ïåð-
âûõ äîêëàäîâ Íèêèòû Ââåäåíñêîé ïðî ñèëó âûáîðà èç äâóõ íà êîíôåðåíöèè â Èçðàèëå
â 1996 ãîäó. Êîãäà Íèêèòà Äìèòðèåâíà îáúÿñíèëà ðåøåíèå, îíî îêàçàëîñü òàêèì êðà-
ñèâûì è ïðîñòûì, ÷òî êàçàëîñü, êàæäûé ìîã äîãàäàòüñÿ! Â ïåðåðûâå Íèêèòà Äìèò-
ðèåâíà ñêàçàëà: �Íà ñàìîì äåëå ýòî òàê ïðîñòî, ÷òî ìîæíî îáúÿñíÿòü ñòóäåíòàì!� Ýòî
áûë áëåñòÿùèé ïðèìåð ìàòåìàòè÷åñêîé ðàáîòû - êðàñèâîé è òàêîé ïîëåçíîé!

Ïî÷òè ÷åðåç 20 ëåò, íà êîíôåðåíöèè â Ñòàìáóëå â 2015 ãîäó, ïëåíàðíûé äîêëàä
äåëàëà Êàâèòà Ðàìàíàí èç Óíèâåðñèòåòà Áðàóí â ÑØÀ. Êàâèòà � áëåñòÿùèé ìàòåìà-
òèê ñ îãðîìíûì êîëè÷åñòâîì ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîò è ïðîôåññèîíàëüíûõ íàãðàä.
Íà îäíîì èç ïåðâûõ ñëàéäîâ îíà ñîñëàëàñü íà ðàáîòó Ââåäåíñêîé, Äîáðóøèíà è Êàð-
ïåëåâè÷à. Äîêëàä Êàâèòû òîæå áûë ïðî ìåòîä âûáîðà èç äâóõ. Íî íà äàííûé ìîìåíò
ýòè èññëåäîâàíèÿ óæå ïåðåøëè íà äðóãîé óðîâåíü îáîáùåíèÿ è àáñòðàêöèè. Êàâèòà
çàíèìàåòñÿ î÷åíü ñëîæíûìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ïðîöåññàìè, åå äîêëàä çà ïðåäåëàìè
íàøåé êíèæêè. Ïðîáëåìà ðàçâèâàåòñÿ è ñòàâèò ïåðåä ìàòåìàòèêàìè íîâûå çàäà÷è,
åùå êðàñèâåå, åùå ñëîæíåå, è êòî çíàåò, âîçìîæíî, åùå ïîëåçíåå.
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Ãëàâà 7

Ñåêðåòíûå ÷èñëà

7.1 Ìàññîâûé îáìåí øèôðîâêàìè

Êëàñè÷åñêàÿ ìóçûêà ïî ðàäèî ïðåðâàëàñü, è ãîëîñ äèêòîðà ñòàë çà÷èòûâàòü öèôðû,
êîòîðûå Øòèðëèö áûñòðî çàïèñûâàë â àêêóðàòíûå êîëîíêè. Äèêòîð ÷èòàë öèôðû
ïðèâû÷íî ñóõî è ÷åòêî. �Äëÿ íåãî ýòè öèôðû áûëè òîëüêî öèôðàìè,� � ïîäóìàë
Øòèðëèö. Êîãäà ñîîáùåíèå çàêîí÷èëîñü, Øòèðëèö âçÿë ñ ïîëêè êíèæêó â ïåðåïëåòå
Øèëëåðà, îòêðûë íà íóæíîé ñòðàíèöå, è íà÷àë ïðåâðàùàòü öèôðû â ñëîâà. �Öåíòð
� Þñòàñó...�.

Ñîîáùåíèå ïåðåäàâàëîñü ïî îòêðûòîìó ðàäèîêàíàëó, íî ïðî÷èòàòü åãî ìîã òîëüêî
Øòèðëèö. Ïîòîìó ÷òî òîëüêî îí çíàë, êàê ðàñøèôðîâàòü ïåðåäàííûå öèôðû. Øèô-
ðîâàíèå � ýòî è åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñîêðûòèå èíôîðìàöèè îò ïîñòîðîííèõ.

Øèôðîâàíèå â òîì èëè èíîì âèäå ñóùåñòâóåò ìíîãî òûñÿ÷åëåòèé. Îäíàêî â ñå-
ðåäèíå ÕÕ âåêà ïðîèçîøëà ñâîåãî ðîäà ðåâîëþöèÿ. Åñëè ðàíüøå øèôðîâêàìè ïîëü-
çîâàëèñü, êàê ïðàâèëî, ïðåäñòàâèòåëè ãîñóäàðñòâåííûõ ñïåöñëóæá (èëè, åñëè óãîäíî,
ñàìè ñïåöñëóæáû è äàæå ãîñóäàðñòâà), òî ê 70-ì ãîäàì ÕÕ âåêà ñòàëî ÿñíî, ÷òî ñîâñåì
ñêîðî øèôðîâàíèå áóäåò íåîáõîäèìî ñàìûì îáû÷íûì ëþäÿì, ïðè÷åì íå èçðåäêà, à
áóêâàëüíî êàæäûé äåíü. Ýòî ñâÿçàíî ñ ëàâèíîîáðàçíûì ðàçâèòèåì òåõíîëîãèé, ïëîäû
êîòîðûõ äîñòóïíû êàæäîìó: êîìïüþòåðû, ñîòîâûå òåëåôîíû è òàê äàëåå.

Êàæäûé ðàç, êîãäà âû ââîäèòå ñâîé ïàðîëü èëè íîìåð êðåäèòíîé êàðòî÷êè íà
âåá-ñàéòå, âû îòïðàâëÿåòå ñâîþ ëè÷íóþ êîíôèäåíöèàëüíóþ èíôîðìàöèþ ïî îòêðû-
òûì êàíàëàì Èíòåðíåòà. Ó ìíîãèõ åñòü äîñòóï ê ýòèì êàíàëàì, íàïðèìåð, ó âà-
øåãî Èíòåðíåò-ïðîâàéäåðà. Â ïðèíöèïå, ïåðåõâàòèòü âàøå ñîîáùåíèå ìîæåò äàæå
êîìïüþòåðùèê-ëþáèòåëü ñ îáû÷íûì íîóòáóêîì è ïîäõîäÿùèì äëÿ ýòîé öåëè ïðî-
ãðàììíûì îáåñïå÷åíèåì. Êîíôèäåíöèàëüíîñòü èíôîðìàöèè îáåñïå÷èâàåòñÿ èìåííî
òåì, ÷òî îíà ïåðåäàåòñÿ â âèäå øèôðîâêè. Âû ìîæåòå ëåãêî óçíàòü âåá-ñàéòû, íà
êîòîðûõ äåéñòâóåò ïðîòîêîë áåçîïàñíîé ïåðåäà÷è äàííûõ: â ýòîì ñëó÷àå âåá-àäðåñ
íà÷èíàåòñÿ ñ https://.... HTTP � ýòî îáû÷íûé ïðîòîêîë ïåðåäà÷è äàííûõ ïî Èíòåðíå-
òó. À äîïîëíèòåëüíàÿ áóêâà S ïðîèñõîäèò îò àíãëèéñêîãî ñëîâà secure (áåçîïàñíûé),
è îçíà÷àåò, ÷òî äàííûå áóäóò ïåðåäàâàòüñÿ â çàøèôðîâàííîì âèäå.
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Êàêèì îáðàçîì çàøèôðîâûâàåòñÿ è ðàñøèôðîâûâàåòñÿ åæåäíåâíûé ãèãàíñêèé ïî-
òîê êîíôèäåíöèàëüíîé èíôîðìàöèè? Åñòåñòâåííî, ìàòåìàòèêà, êàê ýòî âñåãäà è áû-
âàëî, îïåðåæàëà òåõíîëîãèè è ñòîÿëà ó èõ èñòîêà. Çàäà÷àìè øèôðîâàíèÿ çàíèìàåòñÿ
êðèïòîãðàôèÿ � î÷åíü àêòèâíàÿ è èíòåðåñíàÿ îáëàñòü ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè.1

7.2 Êëþ÷ ê øèôðó

Â çàøèôðîâàííîì ñîîáùåíèè êàæäàÿ áóêâà çàìåíÿåòñÿ êàêîé-òî äðóãîé áóêâîé, ÷èñ-
ëîì èëè çíàêîì. Íàïðèìåð, âîçüìåì ñàìûé ïðîñòî øèôð. Áóäåì çàøèôðîâûâàòü êàæ-
äóþ áóêâó ñëåäóþùåé áóêâîé àëôàâèòà. Âìåñòî À áóäåì ïèñàòü Á, âìåñòî Á � Â, è
òàê äàëåå, à âìåñòî ß áóäåì ïèñàòü À. Íàïðèìåð, ñëîâî ÏÐÈÂÅÒ áóäåò âûãëÿäåòü
òàê:

ÐÑÉÃ�Ó

Ýòî î÷åíü ïðîñòîé øèôð, ïîòîìó ÷òî êàæäàÿ áóêâà âñåãäà çàøèôðîâûâàåòñÿ îä-
íîé è òîé æå áóêâîé. Âçëîìàòü òàêîé øèôð î÷åíü ïðîñòî. Äîñòàòî÷íî óãàäàòü îäíî
ñëîâî â ñîîáùåíèè. Íàïðèìåð, ìû äîãàäàëèñü, ÷òî ñîîáùåíèå íà÷èíàåòñÿ ñî ñëîâà
�ïðèâåò�, è âîò â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè óæå øèôðû äëÿ øåñòè áóêâ: Ï, Ð, È, Â, Å è
Ò. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ áóêâ ìû ìîæåì óãàäàòü äðóãèå ñëîâà, ïîêà íàêîíåö íå ïîëó÷èì
ðàñøèôðîâêè âñåãî àëôàâèòà. Èìåííî òàê ðàñøèôðîâàë ñåêðåòíûå ïîñëàíèÿ Øåðëîê
Õîëìñ â ðàññêàçå �Ïëÿøóùèå ÷åëîâå÷êè�.

Êîíå÷íî, ëþáîé ñåðüåçíûé øèôð ãîðàçäî ñëîæíåå. Íàïðèìåð, îäíà è òà æå áóêâà,
ñêàæåì, À, ìîæåò êàæäûé ðàç îáîçíà÷àòü ðàçíûå áóêâû. Èëè, êàê â ôèëüìå �Ñåì-
íàäöàòü ìãíîâåíèé âåñíû�, áóêâû ìîãóò áûòü çàøèôðîâàíû ñ ïîìîùüþ öèôðîâîãî
êîäà. Ïîíÿòíî, ÷òî ó Øòèðëèöà â ïåðåïëåòå Øèëëåðà áûëè íå ñòèõè, à êëþ÷è äëÿ
ðàñøèôðîâêè ñåêðåòíûõ ñîîáùåíèé. Åñëè áû ó Øòèðëèöà íå áûëî ýòîé êíèãè, òî äëÿ
íåãî, êàê è äëÿ äèêòîðà, öèôðû òàê è îñòàëèñü áû âñåãî ëèøü öèôðàìè.

Â ïðîòîêîëàõ Èíòåðíåòà êëþ÷îì ìîæåò áûòü âñåãî ëèøü îäíî ÷èñëî, êîòîðîå íåîá-
õîäèìî �ïîäñòàâèòü â ôîðìóëó� äëÿ ðàñøèôðîâêè. Â äàííîì ñëó÷àå, �ôîðìóëà� � ýòî
î÷åíü äëèííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ îïåðàöèé.

Åñëè âàì óäàëîñü ïåðåõâàòèòü èëè âû÷èñëèòü êëþ÷ ïðîòèâíèêà, òî âñå åãî ñåêðåòû
â âàøåì ðàñïîðÿæåíèè. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññêàæåì î òîì, êàê ñ ïîìîùüþ ìàòåìà-
òèêè óäàåòñÿ ãåíåðèðîâàòü êëþ÷è äëÿ ïåðåäà÷è êîíôèäåíöèàëüíîé èíôîðìàöèè ïî
Èíòåðíåòó. Ïðè÷åì çàâëàäåòü ýòèìè êëþ÷àìè íåâîçìîæíî, èëè, ïî ìåíüøåé ìåðå,
î÷åíü äîðîãî � äëÿ ýòî òðåáóþòñÿ êîëîññàëüíûå êîìïüþòåðíûå ðåñóðñû.

Íî äëÿ íà÷àëà, â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, ìû ðàññêàæåì î çíàìåíèòîé øèôðîâàëüíîé
ìàøèíå Ýíèãìà, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü íåìåöêîé àðìèåé âî âðåìÿ Âòîðîé ìèðîâîé
âîéíû. Ýòî îäèí èç ñàìûõ èçîùðåííûõ øèôðîâ òîé ýïîõè, êîãäà øèôðîâàíèå åùå

1Çàìåòèì, ÷òî íå íóæíî ïóòàòü øèôðîâàíèå è êîäèðîâàíèå. Êàê ìû óæå ðàññêàçûâàëè â Ãëàâå 4,

çàäà÷è òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ñîñòîÿò âîâñå íå â òîì, ÷òîáû ñêðûòü èíôîðìàöèþ îò êîãî-ëèáî. Êîäû

ñòðîÿòñÿ ïðåæäå âñåãî äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü áåñïåðåáîéíóþ ïåðåäà÷ó äàííûõ, â òîì ÷èñëå

è òåõ, êîòîðûå ïîäâåðæåíû ïîìåõàì è èñêàæåíèÿì. À âîò øèôðîâàíèå � ýòî êàê ðàç �ñîêðûòèå

èíôîðìàöèè îò ïîñòîðîííèõ�. Ýòèì è çàíèìàåòñÿ êðèïòîãðàôèÿ.
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íå áûëî òàêèì ìàññîâûì è îáûäåííûì ÿâëåíèåì. À êëþ÷ ê ýòîìó øèôðó íàøåë
àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Àëàí Òüþðèíã (Alan Turing).

7.3 Àëàí Òüþðèíã è Ýíèãìà

Ôèëüì �Èãðà â èìèòàöèþ� (2014) ðàññêàçûâàåò èìåííî îá ýòîé ïîòðÿñàþùåé èñòîðèè.
Ê ñîæàëåíèþ, ôèëüì íå îáúÿñíÿåò, êàê áûëà óñòðîåíà Ýíèãìà è êàê Òüþðèíã âçëîìàë
ýòîò øèôð. Íàø ðàññêàç õîòÿ áû ÷àñòè÷íî âîñïîëíèò ýòè óïóùåííûå ïîäðîáíîñòè.
Ìû âîñïîëüçóåìñÿ âèäåî Êýìáðèäæñêîãî óíèâåðñèòåòà 23. Î÷åíü ðåêîììåíäóåì ïî-
ñìîòðåòü ýòè âèäåî, ÷òîáû óâèäåòü Ýíèãìó â äåéñòâèè.

Ýíèãìà ñîâñåì íåáîëüøàÿ, ñðàâíèìà ïî ðàçìåðó ñ ïå÷àòíîé ìàøèíêîé. Ñíàðóæè
ìàøèíà ñîñòîèò èç êëàâèàòóðû è ïàíåëè, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåíû áóêâû ñ ïîäñòâåò-
êîé. Åñëè íàæàòü áóêâó íà êëàâèàòóðå, ñêàæåì, A, òî íà ïàíåëè âûñâå÷èâàåòñÿ äðóãàÿ
áóêâà, íàïðèìåð, Q. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â øèôðîâêå â ýòîì ìåñòå âìåñòî A ïîÿâèòñÿ
Q. Âíóòðè ó ìàøèíû 3 âðàùàþùèõñÿ äèñêà, è èõ ïîëîæåíèå ìåíÿåòñÿ ïîñëå íàáî-
ðà êàæäûé áóêâû. Äèñê ïîâåðíóëñÿ, ïðîâîäà ñîåäèíèëèñü ïî-äðóãîìó, è êîãäà ìû â
ñëåäóþùèé ðàç íàæèìàåì A, íî íà ïàíåëè âûñâå÷èâàåòñÿ óæå íå Q, à, íàïðèìåð, G.

Â íàáîð Ýíèãìû âõîäÿò ïÿòü äèñêîâ, èñïîëüçîâàòü ìîæíî ëþáûå òðè, â ëþáîì
ïîðÿäêå. Ó êàæäîãî äèñêà � 26 èçíà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé. È ýòî åùå íå âñå. Â âîåííîì
âàðèàíòå, ó Ýíèãìû áûëà ïåðåäíÿÿ áûëà ïàíåëü ñ áóêâàìè, è 10 êàáåëåé. Êàæäûé êà-
áåëü ñîåäèíÿë äâå ëþáûå áóêâû ìåæäó ñîáîé, è ïðè øèôðîâàíèè ýòè áóêâû ìåíÿëèñü
ìåñòàìè. Äèñêè ìîæíî áûëî ïåðåáðàòü äîñòàòî÷íî áûñòðî, íî êîëè÷åñòâî êîìáèíà-
öèé íà ïàíåëè áûëî òàê âåëèêî, ÷òî ïåðåáðàòü èõ áûëî íåâîçìîæíî. Âñåãî ó Ýíèãìû
áûëî

158 962 555 217 826 360 000

âîçìîæíûõ èçíà÷àëüíûõ óñòàíîâîê. Êàæäûé äåíü ðîâíî â ïîëíî÷ü óñòàíîâêè Ýíèã-
ìû ìåíÿëèñü. Íîâîå èçíà÷àëüíîå ïîëîæåíèå äèñêîâ, íîâûå ïàðû áóêâ íà ïàíåëè. Ïå-
ðåáðàòü âñå êîìáèíàöèè çà 24 ÷àñà áûëî ñîâåðøåííî íåâîçìîæíî. Øèôð ñ÷èòàëñÿ
íåóÿçâèìûì.

Çàøèôðîâàííîå ñîîáùåíèå ïåðåäàâàëè ïî ðàäèî. Ó íåìåöêîãî îôèöåðà, êîòîðûé
ïîëó÷àë ñîîáùåíèå, òîæå áûëà òàêàÿ æå ìàøèíà. Êðîìå ýòîãî, ó íåãî áûë ñåêðåò-
íûé äîêóìåíò � óñòàíîâêè Ýíèãìû íà êàæäûé äåíü òåêóùåãî ìåñÿöà. Ýòî áûë êëþ÷
ê øèôðó Ýíèãìû. Îôèöåð ñîåäèíÿë íóæíûå ïàðû áóêâ, ñòàâèë äèñêè â çàäàííîå
èñõîäíîå ïîëîæåíèå, íàáèðàë Q, è íà ïàíåëè âûñâå÷èâàëîñü A. È òàê äàëüøå, ïðè
íàæàòèè áóêâ øèôðîâêè íà êëàâèàòóðå, íà ïàíåëè âûñâå÷èâàëèñü áóêâû ñåêðåòíîãî
ñîîáùåíèÿ.

Ïåðåõâàòèòü äîêóìåíò ñ óñòàíîâêàìè èíîãäà óäàâàëîñü, íî ýòî áûëî íåïðîñòî, à
ïîòîì ìåñÿö çàêàí÷èâàëñÿ, è ðàçãàäàòü øèôð îïÿòü áûëî íåâîçìîæíî.

2https://www.youtube.com/watch?v=G2_Q9FoD-oQ
3https://www.youtube.com/watch?v=V4V2bpZlqx8
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Àëàí Òüþðèíã è åãî êîìàíäà ñîâåðøèëè íàñòîÿùèé ïðîðûâ. Îíè íàó÷èëèñü ðàç-
ãàäûâàòü øèôð êàæäîå óòðî âñåãî çà 20 ìèíóò! Ìû òîëüêî âêðàòöå îáúÿñíèì, êàê èì
ýòî óäàëîñü.

Ïðåæäå âñåãî, â øèôðå áûëî ñëàáîå ìåñòî. Áóêâà íèêîãäà íå ïðåâðàùàëàñü ñàìà
â ñåáÿ. Ýòî áûëà õîòÿ áû êàêàÿ-òî çàöåïêà. Äàëüøå áûëî âàæíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî ñî-
îáùåíèÿ óòðîì íà÷èíàþòñÿ ñ ÷åãî-òî îäíîòèïíîãî, íàïðèìåð, ñ ïðîãíîçà ïîãîäû. Ïî-
íåìåöêè: wetterbericht. Ïîñêîëüêó ìû çíàåì, ÷òî áóêâà íå ïðåâðàùàåòñÿ ñàìà â ñåáÿ,
òî ìû ìîæåì íàéòè ñëîâî â íà÷àëå øèôðîâêè, êîòîðîå â ïðèíöèïå ìîæåò îáîçíà÷àòü
wetterbericht. Òåïåðü íóæíî íàéòè òàêóþ èçíà÷àëüíóþ óñòàíîâêó, ÷òîáû øèôð ñîâïàë
ñ ðàñøèôðîâêîé.

Î÷åíü âàæíî îïðåäåëèòü, êàêèå áóêâû ñîåäèíåíû â ïàðû, ïîòîìó ÷òî çäåñü âà-
ðèàíòîâ îñîáåííî ìíîãî. Ïîñêîëüêó íèêàêèõ ñâåäåíèé íåò, òî íà÷èíàòü ïðèõîäèòñÿ
íàîáóì. Çàòî äàëüøå, èç ïåðâîé äîãàäêè, ñëåäóþò ñðàçó íåñêîëüêî äðóãèõ.

Äëÿ óñêîðåíèÿ ïðîöåññà, Àëàí Òüþðèíã ñäåëàë äâå ñóùåñòâåííûå âåùè. Âî-ïåðâûõ,
îí ïîíÿë, ÷òî åñëè ïàðà áóêâ îêàçàëîñü íåïðàâèëüíîé, òî è âñå äðóãèå ïàðû, êîòîðûå
ñëåäîâàëè èç íåå, òîæå íåïðàâèëüíûå. À çíà÷èò, èõ óæå íå íàäî ïðîâåðÿòü. Âî-âòîðûõ,
îí ïîñòðîèë îãðîìíóþ ìàøèíó, êîòîðàÿ ñ ïîìîùüþ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà ïîçâîëÿëà
èñêëþ÷èòü âñå íåïðàâèëüíûå äîãàäêè îäíîâðåìåííî. Îñòàâàëîñü òîëüêî ïîâòîðèòü
îïåðàöèþ äëÿ êàæäîé ïîçèöèè äèñêîâ, à ýòî ìîæíî áûëî ñäåëàòü çà 20 ìèíóò.

Èíòåðåñíî, ÷òî ïðèíöèï ðåøåíèÿ Òüþðèíãà çàêëþ÷àëñÿ íå â òîì, ÷òîáû íàéòè
ïðàâèëüíûé âàðèàíò, à â òîì, ÷òîáû èñêëþ÷èòü âàðèàíòû íåïðàâèëüíûå, è ñäåëàòü ýòî
êàê ìîæíî áûñòðåå! Ýòî áûëà îãðîìíàÿ ðàáîòà è êîëîññàëüíîå äîñòèæåíèå, êîòîðîå
ñèëüíî ïîâëèÿëî íà õîä Âòîðîé ìèðîâîé âîéíû.

Çàìåòèì, êñòàòè, ÷òî â ìàòåìàòèêå åñòü ïîíÿòèå �ìàøèíà Òüþðèíãà�, íî ðå÷ü çäåñü
èäåò âîâñå íå î òîé ìàøèíå, êîòîðàÿ âû÷èñëÿëà êëþ÷ Ýíèãìû. �Ìàøèíà Òüþðèíãà� �
ýòî àáñîëþòíî àáñòðàêòíàÿ êîíöåïöèÿ, êîòîðàÿ ôîðìàëüíî îïèñûâàåò ðàáîòó êîìïüþ-
òåðà. Ýòî î÷åíü âàæíàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ êîíöåïöèÿ â ìàòåìàòèêå è èíôîðìàòèêå.
Íî ýòîò ìàòåðèàë âûõîäèò çà ïðåäåëû íàøåé êíèãè.

7.4 Ñèëà àáñòðàêòíîãî ïîäõîäà ê øèôðîâàíèþ

Òå èëè èíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ïðèìåíÿëèñü â øèôðîâàíèè óæå äàâíî. Òåì íå
ìåíåå, êîãäà çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ïî-íàñòîÿùåìó ìàñøòàáíîé, òî âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü
â ñèñòåìíîì ïîäõîäå. Åñëè ðàíüøå çàäà÷à ðåøàëàñü ïî-ðàçíîìó â êàæäîì îòäåëüíîì
ñëó÷àå, òî òåïåðü ïîÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ, èç êîòîðîé ñëåäóåò íå îäèí, à öåëûé êëàññ ìå-
òîäîâ. Ýòà òåîðèÿ íà÷èíàåò øèðîêî îïèðàòüñÿ íà äðóãèå òåîðèè, ðåçóëüòàòû îñìûñ-
ëèâàþòñÿ, ôèëüòðóþòñÿ, è óæå â ñòðîéíîì âèäå âëèâàþòñÿ â ïðàêòèêó, è ïîïàäàþò â
óíèâåðñèòåòñêèå ó÷åáíèêè.

Â íàøå âðåìÿ êðèïòîãðàôèÿ � ýòî óñòîÿâøàÿñÿ íàóêà. Íà ÿçûêå, ïðèíÿòîì â ýòîé
íàóêå, çàäà÷à øèôðîâàíèÿ çâó÷èò òàê. Åñòü äâà ÷åëîâåêà � Àëèñà è Áîá (A è B), �
êîòîðûå æåëàþò ïåðåäàâàòü äðóã äðóãó ñîîáùåíèÿ, íî ïðè ýòîì íå õîòÿò, ÷òîáû çëî-
íðàâíàÿ Åâà (E îò àíãëèéñêîãî ñëîâà eavesdropping � ïîäñëóøèâàíèå), ïåðåõâàòèâøàÿ
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ñîîáùåíèå, ñìîãëà ïîíÿòü, î ÷åì â íåì ðå÷ü.
×òîáû ëåã÷å ïîíÿòü íàó÷íûé ïîäõîä ê ïðîáëåìå, äàâàéòå áóäåì øèôðîâàòü öèôðû

âìåñòî áóêâ. Â êîíöå êîíöîâ, ìû âñåãäà ìîæåì çàìåíèòü áóêâû íà ÷èñëà (õîòÿ áû
1, 2, . . . , 33). Ïîíÿòíî, ÷òî ìàòåìàòèêàì òàê óäîáíåå.

×òî òàêîå øèôð? Ýòî ïðåâðàùåíèå îäíîãî ÷èñëà â äðóãîå. Íà âõîäå ìû ââîäèì
÷èñëî x, à íà âûõîäå ïîëó÷àåì ÷èñëî y. ×èñëî y � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ÷èñëà x. Â
ìàòåìàòèêå ýòî çàïèñûâàåòñÿ èçâåñòíûì ñî øêîëû îáîçíà÷åíèåì:

y = f(x).

Âîçüìåì òîò æå ïðîñòîé ïðèìåð, êîãäà áóêâà çàìåíÿåòñÿ ñëåäóþùåé ïî àëôàâèòó.
Àíàëîãè÷íî, Àëèñà è Áîá ìîãóò äîãîâîðèòüñÿ çàìåíÿòü öåëîå ÷èñëî ñëåäóþùèì ïî
ïîðÿäêó: âìåñòî 1 ïèñàòü 2, âìåñòî 2 ïèñàòü 3, è òàê äàëåå. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
÷èñëà x íàø ïðîöåññ øèôðîâàíèÿ áóäåò âûãëÿäåòü êàê íà Ðèñóíêå 7.1 ñâåðõó.

Ðèñ. 7.1: Ýëåìåíòàðíàÿ øèôðîâêà è ðàñøèôðîâêà. Â äàííîì ñëó÷àå y = f(x) = x+1.

Òåïåðü ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî Åâà óìíà è õèòðà, è ÷òî îíà â ïðèíöèïå â ñîñòîÿíèè
ïåðåõâàòèòü èëè âû÷èñëèòü ñåêðåòíûé êëþ÷ (â äàííîì ñëó÷àå, êëþ÷ � ýòî äîãîâîðåí-
íîñòü, ÷òî Àëèñà è Áîá ïèøóò x+1 âìåñòî x). Òîãäà Åâå íè÷åãî íå ñòîèò ðàñøèôðîâàòü
ñîîáùåíèå, îíà äîëæíà âñåãî ëèøü âû÷åñòü åäèíèöó!

Ïîíÿòíî, ÷òî ýòîò ýëåìåíòàðíûé øèôð íàñ íå óñòðàèâàåò. Åñëè Àëèñà õî÷åò çàùè-
òèòü ñâîè ñîîáùåíèÿ îò Åâû, òî â èäåàëå, åé íóæåí òàêîé øèôð, ÷òîáû çàøèôðîâàòü
áûëî ïðîñòî, à ðàñøèôðîâàòü òðóäíî. Î òîì, êàê áóäåò ðàñôøèðîâûâàòü Áîá, ìû
ðàññêàæåì íèæå. Ïîêà, â òåðìèíàõ ìàòåìàòèêè, íàì íóæíî íàéòè î÷åíü îñîáåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå f , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò âîò òàêîìó äîâîëüíî ñòðàííîìó óñëîâèþ:
Åñëè ìû çíàåì x è çíàåì f , òî ìû ëåãêî ìîæåì âû÷èñëèòü y = f(x), à âîò åñëè
ìû çíàåì y è çíàåì f , òî âû÷èñëèòü x âñå ðàâíî î÷åíü ñëîæíî.

Ñõåìàòè÷åñêè, ýòî íàøå ïîæåëàíèå âûãëÿäèò êàê íà Ðèñóíêå 7.2. È ñðàçó âîçíè-
êàåò çàêîííûé âîïðîñ: �Äà ñóùåñòâóþò ëè â ïðèðîäå òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ?�

Åñëè çàäóìàòüñÿ, òî ñòàíåò ÿñíî, ÷òî ïðèäóìàòü ïîäõîäÿùóþ ôóíêöèþ f è, ãëàâ-
íîå, äîêàçàòü, ÷òî îíà îáëàäàåò íóæíûìè ñâîéñòâàìè, âîâñå íå ëåãêî! Ïî÷åìó �ãëàâíîå
äîêàçàòü�? Âîâñå íå ïîòîìó, ÷òî ìàòåìàòèêè òàê óæ ëþáÿò äîêàçàòåëüñòâà. À ïîòî-
ìó, ÷òî åñëè ñâîéñòâî äîêàçàíî, òî ìû òî÷íî çíàåì, ÷òî õèòðîóìíàÿ Åâà íå ñìîæåò
âçëîìàòü øèôð. Ïðîòèâ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ Åâà áåññèëüíà.
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Ðèñ. 7.2: Øèôð y = f(x), êîòîðûé ñëîæíî ðàñøèôðîâàòü, äàæå åñëè çíàòü ïðåîáðà-
çîâàíèå f .

Îêàçûâàåòñÿ, òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ f åñòü. Áîëåå òîãî, ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû
Áîá è Àëèñà ìîãëè ðàñøèôðîâàòü ñîîáùåíèÿ, à Åâà � íåò! Ïîêà íå äîêàçàíî, ÷òî
çàäà÷à ðàñøèôðîâêè àáñîëþòíî áåçíàäåæíà. Íî èçâåñòíî, ÷òî îíà îòíîñèòñÿ ê îïðå-
äåëåííîé êàòåãîðèè òðóäíûõ çàäà÷, ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå êîòîðûõ ïîêà íå íàéäåíî.
Èìåííî ýòè øèôðû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáìåíà ñåêðåòíûìè êëþ÷àìè, ÷òîáû óñòàíîâèòü
áåçîïàñíóþ ñâÿçü ÷åðåç Èíòåðíåò. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ øèôðîâ òðåáóåòñÿ ãëóáîêàÿ
ìàòåìàòèêà. Â äàííîì ñëó÷àå � òåîðèÿ ÷èñåë.

7.5 Ïðîñòûå ÷èñëà

Êàê âû óæå ïîíÿëè, øèôðîâàíèå èìååò äåëî ñ ÷èñëàìè è ïðåîáðàçîâàíèÿìè ÷èñåë.
Ýòèìè âîïðîñàìè â ìàòåìàòèêå çàíèìàåòñÿ òåîðèÿ ÷èñåë. Òåîðèÿ ÷èñåë � îäèí èç
êëàññè÷åñêèõ, è äàæå äðåâíèõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè. Êàçàëîñü áû: çà÷åì èçó÷àòü ÷èñ-
ëà? Ëó÷øèå ìàòåìàòè÷åñêèå óìû çàíèìàëèñü ýòîé íàóêîé, äâèæèìûå ÷èñòûì ëþáî-
ïûòñòâîì. Ïðîñòî ïîòîìó ÷òî ìàòåìàòèêè ëþáÿò ÷èñëà è ëþáÿò îòûñêèâàòü èõ ñêðû-
òûå çàêîíîìåðíîñòè. Óìñòâåííûå èçîùðåíèÿ ìàòåìàòèêîâ ñ âåêàìè âñå óñëîæíÿëèñü,
áåç êàêîé-ëèáî ïåðñïåêòèâû äëÿ ñåðüåçíîãî ïðèìåíåíèÿ. È âäðóã...

È âäðóã â äâàäöàòîì âåêå âåñü ìèð ïåðåøåë íà öèôðîâûå òåõíîëîãèè! Íàø áèçíåñ,
íàøå èíôîðìàöèîííîå îáåñïå÷åíèå, äàæå íàøå îáùåíèå, è êîíå÷íî, íàøè ñåêðåòû �
âñå êîäèðóåòñÿ, øèôðóåòñÿ è ïåðåñûëàåòñÿ â âèäå ÷èñåë! Ëþáèìîå õîááè ìàòåìàòè-
êîâ âäðóã ïðåâðàòèëîñü â æèçíåííî âàæíûé èñòî÷íèê çíàíèé îá îñíîâå ñîâðåìåííîé
æèçíè � î ÷èñëå.

Â òåîðèè ÷èñåë îñîáóþ ðîëü èãðàþò òàê íàçûâàåìûå ïðîñòûå ÷èñëà. Ïðîñòûå
÷èñëà çíàêîìû íàì ñî øêîëû. Ýòî òàêèå ÷èñëà, êîòîðûå äåëÿòñÿ òîëüêî íà åäèíèöó
è íà ñàìî ñåáÿ. Ìíîãèå óçíàþò ýòîò çíàìåíèòûé ðÿä:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, . . . .

Âñå ïðîñòûå ÷èñëà êðîìå äâîéêè, íå÷åòíûå. È ýòî ïîíÿòíî, ïîòîìó ÷òî ÷åòíûå ÷èñëà
äåëÿòñÿ íà äâà.

72



Ãëàâà 7. Ñåêðåòíûå ÷èñëà

Åùå ñî âðåìåí äðåâíåãðå÷åñêîãî ìàòåìàòèêà Åâêëèäà èçâåñòíî, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë
áåñêîíå÷íî ìíîãî. Îäíàêî óñòðîåíû ïðîñòûå ÷èñëà êðàéíå ñëîæíî, è â òåîðèè ÷èñåë
áûëî áðîøåíî íåìàëî óñèëèé íà èçó÷åíèå èõ ñâîéñòâ. Âíèçó â ñåðîé ðàìêå äëÿ èíòå-
ðåñóþùåãîñÿ ÷èòàòåëÿ ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ ôàêòîâ î ïðîñòûõ ÷èñëàõ.
Ýòîò ìàòåðèàë íå òðåáóåò ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè, íî è íå âëèÿåò íà íàø äàëü-
íåéøèé ðàññêàç, ïîýòîìó ïðè æåëàíèè åãî ìîæíî ïðîïóñòèòü.

Íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ ïðîñòûõ ÷èñåë

Ïðîñòûõ ÷èñåë, êîòîðûå íå ïðåâîñõîäÿò n, ïðèìåðíî n/ ln(n) øòóê, ãäå ln(n) �
ýòî íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì. Çàìåòèì, ÷òî ln(n) ðàñòåò ãîðàçäî ìåäëåííåå, ÷åì
n. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðîñòûå ÷èñëà ïîïàäàþòñÿ äîâîëüíî ÷àñòî. Ïî ýòîé îöåíêå
êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë îò îäíîãî äî ìèëëèàðäà ðàâíî ïðèìåðíî 48 254 942.
Íà ñàìîì äåëå òàêèõ ÷èñåë 50 847 534a, òî åñòü îöåíêà âïîëíå òî÷íàÿ. Ïåðâûì,
êòî äîáèëñÿ ñåðüåçíûõ ïðîäâèæåíèé â ïîëó÷åíèè ïîäîáíûõ îöåíîê, áûë íàø
çàìå÷àòåëüíûé ìàòåìàòèê Ï.Ë. ×åáûø�eâ (1821�1894).

Åñòü è òàêîé çàáàâíûé ðåçóëüòàò: ìåæäó x è 2x âñåãäà åñòü ïðîñòîå ÷èñëî. Ýòî
òàê íàçûâàåìûé ïîñòóëàò Áåðòðàíà. Î÷åíü ñëîæíà ïðîáëåìà åãî óòî÷íåíèÿ. À
èìåííî, âåðíî ëè, ÷òî ìåæäó x è 1.1x åñòü ïðîñòûå ÷èñëà (õîòÿ áû ïðè áîëüøèõ
x)? Âåðíî ëè, ÷òî îíè åñòü ìåæäó x è x+

√
x? Ïåðâîå âåðíî, à ïðî âòîðîå íèêòî

íå çíàåò.

Âñå âåðÿò â áåñêîíå÷íîñòü ÷èñëà �ïðîñòûõ áëèçíåöîâ�: 11 è 13, 17 è 19, 29 è 31,
è òàê äàëåå. Íî ïîêà íèêòî íå ìîæåò ýòî äîêàçàòü.

aÈñòî÷íèê: Prime Pages https://primes.utm.edu/howmany.html

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî íèêàêèõ ôîðìóë äëÿ îòûñêàíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë íå ñóùå-
ñòâóåò â ïðèíöèïå! Ïðîñòûå ÷èñëà ðàñïðåäåëåíû î÷åíü õèòðî. Êàê ìû ñêîðî óâèäèì,
ïðîñòûå ÷èñëà êðàéíå âàæíû íà ïðàêòèêå è îñîáåííî âàæíû ñâåðõáîëüøèå ïðîñòûå
÷èñëà. Öåëàÿ èíäóñòðèÿ, ïðèâëåêàþùàÿ êàê ìàòåìàòèêîâ, òàê è ïðîãðàììèñòîâ, çà-
íèìàåòñÿ ïîñòðîåíèåì âñå íîâûõ è íîâûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Òàê, â ÿíâàðå 2016 ãîäà áûëî
íàéäåíî î÷åðåäíîå ïðîñòîå ÷èñëî, ðàâíîå 274207281 − 1. Ýòî ÷èñëî, â êîòîðîì 22338618
çíàêîâ! ×òî-òî çàïðåäåëüíîå...

7.6 Îòêðûòûé îáìåí êëþ÷àìè

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñîáåííî ïîïóëÿðíû òàê íàçûâàåìûå ñõåìû øèôðîâàíèÿ ñ îò-
êðûòûì êëþ÷îì. Ìû ðàññêàæåì î òàê íàçûâàåìîé ñõåìå Äèôôè�Õåëëìàíà, êîòîðàÿ
äàòèðóåòñÿ 1970-ìè ãîäàìè, è àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå. Ýòà ñõåìà îñíîâàíà
íà ãëóáîêîé ìàòåìàòèêå, íî ñàìó èäåþ ïîíÿòü ñîâñåì íåñëîæíî.

Âîçüìåì ïðîñòîå ÷èñëî p. Â ðåàëüíîñòè ýòî ÷èñëî äîëæíî áûòü îãðîìíûì, íî äëÿ
ïðèìåðà ìû âîçüìåì ìàëåíüêîå ïðîñòîå ÷èñëî 19. Òåïåðü âûáåðåì åùå îäíî ÷èñëî g,
òîæå öåëîå, íî íå îáÿçàòåëüíî ïðîñòîå, è ìåíüøå p. Íàïðèìåð, g = 2.
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×èñëà p è g çíàþò âñå � è Àëèñà, è Áîá, è äàæå Åâà. Òåïåðü Àëèñà âûáèðàåò ÷èñëî
x, íàïðèìåð, x = 6, è õðàíèò åãî â òàéíå. Áîá âûáèðàåò ÷èñëî y, íàïðèìåð, y = 8, è
òîæå íèêîìó åãî íå ñîîáùàåò.

Äàëüøå íà÷èíàåòñÿ øèôðîâàíèå. Àëèñà íàõîäèò îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà p ÷èñëà gx:

26 = 64,

64 : 19 = 3 è 7 â îñòàòêå.

Áîá äåëàåò òî æå ñàìîå ñî ñâîèì çàäóìàííûì ÷èñëîì:

28 = 256,

256 : 19 = 13 è 9 â îñòàòêå.

Òî åñòü íàøå ïðåîáðàçîâàíèå âûãëÿäèò òàê: âîçâåñòè 2 â ñòåïåíü x è âçÿòü îñòàòîê
îò äåëåíèÿ íà 19. Ìû èçîáðàçèëè ýòî ïðåîáðàçîâàíèå â îáùåì âèäå íà Ðèñóíêå 7.3.
Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëà g è p èçâåñòíûå, à ÷èñëî x âûáðàëà Àëèñà.

Ðèñ. 7.3: Ïðåîáðàçðâàíèå ïî ñõåìå Äèôôè-Õåëëìàíà x→ f(x). ×èñëà g è p èçâåñòíûå,
à ÷èñëî x âûáðàëà Àëèñà.

Çäåñü ïðèíöèïèàëüíî âàæíî, ÷òî p ïðîñòîå ÷èñëî, à g ìåíüøå p, ïîòîìó ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå gx íà p íå äåëèòñÿ, òî åñòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ íå ìîæåò áûòü íóëåì. Åñòü è
áîëåå ãëóáîêèå ïðè÷èíû, ïî÷åìó p äîëæíî áûòü ïðîñòûì. Êðîìå òîãî, äëÿ çàäàííîãî
p åñòü íàáîð �ïîäõîäÿùèõ� g.

Â Ïðèëîæåíèÿõ 10.5.2 è 10.5.3 äëÿ ïîäãîòîâëåííîãî ÷èòàòåëÿ ìû ðàññêàçûâàåì
áîëåå ïîäðîáíî î âûáîðå p è g.

Ïîëó÷èâ îñòàòîê îò Áîáà, Àëèñà âîçâîäèò åãî â ñòåïåíü x è ñíîâà áåðåò îñòàòîê îò
äåëåíèÿ íà p. Â íàøåì ìàëåíüêîì ïðèìåðå Àëèñà ïîëó÷èëà îò Áîáà ÷èñëî 9, à Áîá
îò Àëèñû ÷èñëî 7. Òîãäà ó Àëèñû ïîëó÷àåòñÿ:

[îñòàòîê îò äåëåíèÿ 96 íà 19] = 11.
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Áîá äåéñòâóåò àíàëîãè÷íî. Îí ïîëó÷èë îñòàòîê îò Àëèñû, è ó íåãî åñòü èçâåñòíûé
åìó îäíîìó y (äàæå Àëèñà åãî íå çíàåò!). Îí âîçâîäèò ïîëó÷åííûé îò Àëèñû îñòàòîê
â ñòåïåíü y è ñíîâà áåðåò îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà p:

[îñòàòîê îò äåëåíèÿ 78 íà 19] = 11.

Ýòî òî æå ñàìîå ÷èñëî 11, ÷òî è ó Àëèñû!
Åñòåñòâåííî, ýòî íå ñëó÷àéíî. Ìàòåìàòè÷åñêè íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî Àëèñà è Áîá

ïîëó÷àò îäèíàêîâîå ÷èñëî ïðè ëþáûõ p, g, x, è y.

Äëÿ ïîäãîòîâëåííîãî ÷èòàòåëÿ â Ïðèëîæåíèè 10.5.1 ìû ïðèâîäèì ïðîñòîå äî-
êàçàòåëüñòâî, ÷òî ïî ñõåìå Äèôôè�Õåëëìàíà Áîá è Àëèñà ïîëó÷àò îäíî è òî
æå ÷èñëî.

7.7 Çàøèôðîâàòü ìîæíî. Ðàñøèôðîâàòü íåëüçÿ!

Âû÷èñëåíèå f(x) ïî ñõåìå Äèôôè-Õåëëìàíà � ýòî ñðàâíèòåëüíî áûñòðàÿ îïåðàöèÿ,
êîòîðóþ ìîæíî îñóùåñòâèòü è íà äîìàøíåì êîìïüþòåðå, äàæå åñëè p îãðîìíîå, ñêà-
æåì, ñòîçíà÷íîå ÷èñëî! Òåì íå ìåíåå, âîò óæå íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé ëó÷øèå ìà-
òåìàòèêè âñåãî ìèðà áüþòñÿ íàä ïîñòðîåíèåì àëãîðèòìà, êîòîðûé áû, íàîáîðîò, ïî
îñòàòêó îò äåëåíèÿ íà p âûäàâàë çíà÷åíèå x. È íè÷åãî íå ïîëó÷àåòñÿ!

Ñàìûå áûñòðûå àëãîðèòìû ðàáîòàþò ìåñÿöû, äàæå áóäó÷è ïàðàëëåëüíî çàïóùåí-
íûìè íà òûñÿ÷àõ ìîùíûõ êîìïüþòåðîâ ïî âñåìó ìèðó. Íèæå ìû ðàññêàæåì î ñîâñåì
íåäàâíåé íàèáîëåå óñïåøíîé ïîïûòêå ðåøåíèÿ. Íî, êàê ìû óâèäèì, ýòîò ìåòîä òîæå
íå �áûñòðûé�, à ñêîðåå �â ïðèíöèïå âûïîëíèìûé� è ñèëüíî îïèðàåòñÿ íà êîíêðåòíóþ
èìïëåìåíòàöèþ øèôðà.

Êîíå÷íî, ýòî íå çíà÷èò, ÷òî ïî-íàñòîÿùåìó áûñòðîãî àëãîðèòìà íå ñóùåñòâóåò. Íî
çàäà÷à îêàçàëàñü íàñòîëüêî ñëîæíîé, ÷òî ñõåìà èñïîëüçóåòñÿ î÷åíü àêòèâíî íà ïðàê-
òèêå, è åñëè âûáðàòü ÷èñëî p ïî-íàñòîÿùåìó áîëüøèì, òî ìîæíî íå áîÿòüñÿ âçëîìà
øèôðà. Â êîíöå ýòîé ãëàâû ðàññêàçûâàåì î ñîâñåì íåäàâíèõ îöåíêàõ áåçîïàñíîñòè
ñõåìû Äèôôè-Õåëëìàíà.

Â Ïðèëîæåíèè 10.5.2 äëÿ ïîäãîòîâëåííîãî ÷èòàòåëÿ ìû ïðèâîäèì áîëåå ïîäðîá-
íîå îáúÿñíåíèå, â ÷åì èìåííî òðóäíîñòü çàäà÷è ðàñøèôðîâêè â ñõåìå Äèôôè-
Õåëëìàíà.

Â íàøåì ìàëåíüêîì ïðèìåðå ó Àëèñû è ó Áîáà ïîñëå îòêðûòîãî îáìåíà ñîîáùå-
íèÿìè ïîÿâèëñÿ îáùèé ñåêðåòíûé êëþ÷, ÷èñëî 11. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî êëþ÷à Àëèñà è
Áîá ìîãóò ñïîêîéíî çàøèôðîâûâàòü è ðàñøèôðîâûâàòü ñîîáùåíèÿ è ïåðåäàâàòü èõ
äðóã äðóãó. Íî Åâå ýòîò êëþ÷ íå çàïîëó÷èòü, ïîòîìó ÷òî îíà íå ñìîæåò âû÷èñëèòü
íè x, íè y.

Êðàñîòà ñõåìû â òîì, ÷òî Àëèñà è Áîá îáìåíèâàþòñÿ êëþ÷àìè ÷åðåç îòêðûòûé
êàíàë. Åâà ìîæåò ïåðåõâàòèòü âñå äî îäíîãî ñîîáùåíèÿ, à ñäåëàòü íè÷åãî íå ìîæåò!

75



Ãëàâà 7. Ñåêðåòíûå ÷èñëà

Èìåííî ïîýòîìó ïîäîáíûå ñõåìû íàçûâàþòñÿ �îòêðûòûé îáìåí êëþ÷àìè�. Íåò íèêà-
êîãî ñåêðåòà â òîì, êàê ðàáîòàþò ýòè ñõåìû. Ïðè ýòîì íåñàíêöèîíèðîâàííàÿ ðàñøèô-
ðîâêà âàøèõ ñîîáùåíèé � ýòî ïðîáëåìà ïîñëîæíåå Ýíèãìû. Ñåêðåòíîñòü áåç ñåêðåòîâ.

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ åùå îäíà ñõåìà îòêðûòîãî îáìåíà êëþ÷àìè �
àëãîðèòì RSA, íàçâàííûé òàê ïî ïåðâûì áóêâàì èìåí ñâîèõ àâòîðîâ � Rivest, Shamir,
Adleman. Äëÿ èíòåðåñóþùåãîñÿ ÷èòàòåëÿ âíèçó â ñåðîé ðàìêå ìû êðàòêî îáúÿñíèì
îñíîâíîé ïðèíöèï åãî ðàáîòû. Åñëè âû íå õîòèòå âäàâàòüñÿ â äåòàëè, òî ýòîò òåêñò
ìîæíî ïðîïóñòèòü.

Àëãîðèòì RSA
Àëèñà ìîæåò âûáðàòü íå îäíî ÷èñëî, à ðàçó ïàðó ÷èñåë p, q. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
p è q � ïðîñòûå. Âîçüìåì î÷åíü ïðîñòîå ïðåîáðàçîâàíèå

n = p · q.

Ýòî î÷åíü áûñòðàÿ îïåðàöèÿ: îáû÷íîå óìíîæåíèå. Îäíàêî, åñëè âàì äàíî íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî n è âàì äàæå èçâåñòíî, ÷òî n = p · q ñ íåêîòîðûìè ïðîñòûìè p
è q, êîòîðûõ âû íå çíàåòå, òî âîññòàíîâèòü ýòè ïðîñòûå ÷èñëà âàì íå óäàñòñÿ!
Âåðíåå, íà ýòî óéäóò ãîäû, êîëü ñêîðî n äîñòàòî÷íî âåëèêî. Âîò òàêèå ÷óäåñà!
Ïðèíöèï çäåñü òîò æå ñàìûé. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ n èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòîå óìíîæå-
íèå, ýòî î÷åíü áûñòðàÿ îïåðàöèÿ. À âîò îáðàòíàÿ ê íåé îïåðàöèÿ � îïåðàöèÿ
ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè � íîñèò â ìàòåìàòèêå êðàñèâîå èìÿ ôàêòîðèçàöèÿ
(îò àíãëèéñêîãî factor � ñîìíîæèòåëü), è ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ áîëüøóþ ïðî-
áëåìó ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëåíèé.
Äîáàâèì, ÷òî îïåðàöèþ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ëåãêî âûïîëíèòü íà êâàíòî-
âîì êîìïüþòåðå. Íî ïîêà ó òàêèõ êîìïüþòåðîâ î÷åíü îãðàíè÷åííûé ðåãèñòð, òî
åñòü îíè ìîãóò ðàáîòàòü òîëüêî ñ îòíîñèòåëüíî ìàëåíüêèìè ÷èñëàìè. Äëÿ øèô-
ðîâàíèÿ íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëà î÷åíü áîëüøèå. Ïîýòîìó íà äàííûé
ìîìåíò êâàíòîâûå êîìïüþòåðû îñîáîé óãðîçû èç ñåáÿ íå ïðåäñòàâëÿþò.

7.8 Ïðàêòèêà øèôðîâàíèÿ

Ñõåìû òèïà Äèôôè-Õåëëìàíà è RSA ðàáîòàþò äîâîëüíî ìåäëåííî. Åñòü äðóãèå ñõå-
ìû, òàê íàçûâàåìûå ñèììåòðè÷íûå êðèïòîñèñòåìû, êîòîðûå ðàáîòàþò ãîðàçäî áûñò-
ðåå. Íî îíè ïîëüçóþòñÿ êëþ÷îì, êîòîðûé íóæíî õðàíèòü â òàéíå. Â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå, ýòè ñõåìû ñðàâíèìû ñ Ýíèãìîé. Îíè øèôðóþò ñ ïîìîùüþ êëþ÷à è áîëüøîãî
êîëè÷åñòâà ñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, è çíàíèå êëþ÷à íåîáõîäèìî äëÿ ðàñøèôðîâêè.

Èòàê, ó íàñ åñòü áûñòðûå ñõåìû, äëÿ êîòîðûõ íóæåí êëþ÷, è ìåäëåííûå ñõåìû
äëÿ îáìåíà êëþ÷àìè. Ïîýòîìó îáû÷íî ñåññèÿ áåçîïàñíîãî ñîåäèíåíèÿ ÷åðåç Èíòåðíåò
ñîñòîèò èç äðóõ ýòàïîâ.

Ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò òàê íàçûâàåìîå �ðóêîïîæàòèå�. Ýòî îáìåí ñîîáùåíèÿìè, âî
âðåìÿ êîòîðîãî, â ÷àñòíîñòè, óñòàíàâëèâàþòñÿ êëþ÷è. Èìåííî íà ýòîì ýòàïå èñïîëü-
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çóþòñÿ ñõåìû ñ îòêðûòûìè êëþ÷àìè, Äèôôè-Õåëëìàí èëè RSA. Ó �ðóêîïîæàòèÿ�
åñòü åùå íåñêîëüêî öåëåé, íàïðèìåð, ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ àóòåíòèôèêàöèÿ: ñåðâåð
õî÷åò óáåäèòüñÿ, ÷òî îí îáùàåòñÿ ñ òåì, ñ êåì äóìàåò, à êëèåíò � ÷òî îí îáùàåòñÿ ñ
ïðàâèëüíûì ñåðâåðîì.

Êîãäà êëþ÷è óñòàíîâëåíû, â òå÷åíèå âñåé îñòàâøåéñÿ ñåññèè ñîîáùåíèÿ çàøèô-
ðîâûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèììåòðè÷íûõ êðèïòîñèñòåì. Â äóõå ýïîõè Èíòåðíåòà, âñåì
õîðîøî èçâåñòíî, êàê ýòè ñèñòåìû ðàáîòàþò. Åñëè ó Åâû åñòü êëþ÷ îò âàøåé ñåññèè,
òî âñå âàøè ñåêðåòû ó íåå â êàðìàíå!

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû ðàññêàçàëè, ÷òî çà âàøè êëþ÷è ìîæíî íå âîëíîâàòü-
ñÿ. Íà ñòðàæå ñòîÿò ñëîæíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îïåðàöèè, êîòîðûå íèêòî íå óìååò âû-
ïîëíÿòü. È ýòî ïðàâäà. Òåì íå ìåíåå, êà÷åñòâî øèôðîâàíèÿ çàâèñèò íå òîëüêî îò
ìàòåìàòèêè, íî è îò èìïëåìåíòàöèè.

Íàïðèìåð, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íàäåæíîãî øèôðîâàíèÿ íóæíî ïîëüçîâàòüñÿ
î÷åíü áîëüøèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè. Ñòàíäàðòíàÿ âåëè÷èíà 1024 áèòà, òî åñòü 21024.
Ðå÷ü èäåò î 308-çíà÷íûõ ÷èñëàõ! Òàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë î÷åíü ìíîãî, âûáîð áîëüøîé.
Íî, ê ñîæàëåíèþ, ìíîãèå ïðîòîêîëû ïîëüçóþòñÿ îäíèìè è òåìè æå ÷èñëàìè, ñíîâà è
ñíîâà. Ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî òàê ëåã÷å. Íàñêîëüêî ýòî óãðîæàåò íàøåé áåçîïàñíîñòè?

Â 2015 ãîäó âûøëà ñòàòüÿ [8], êîòîðàÿ ñèëüíî âñêîëûõíóëà ìèð êðèïòîãðàôèè. Àâ-
òîðû âïåðâûå íàçâàëè öåíó âçëîìà íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé èìïëåìåíòàöèè ñõåìû
Äèôôè-Õåëëìàíà: 100 ìèëëèîíîâ äîëëàðîâ!

7.9 Ñòî ìèëëèîíîâ äîëëàðîâ çà ÷èñëî

Ïîìíèòå, êàê Àëàí Òüþðèíã âçëîìàë øèôð Ýíèãìû? Îí ïîñòðîèë áîëüøóþ ìàøèíó,
êîòîðàÿ ìîãëà áûñòðî âû÷èñëèòü êëþ÷. Ó ýòîé èñòîðèè äâå ïðèíöèïèàëüíûõ ñîñòàâ-
ëÿþùèõ: �ìàøèíà� è �áûñòðî�.

Â ïðèíöèïå, òàê âñå è îñòàëîñü äî ñèõ ïîð. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïîäõîä Òüþðèíãà
� ýòî ïðîîáðàç ñîâðåìåííîãî ïîäõîäà ê âçëàìûâàíèþ øèôðîâ. Íóæíî, ÷òîáû áûëà
ìàøèíà. È íóæíî íàéòè ñïîñîá áûñòðîãî ïîäñ÷åòà êëþ÷à. Ìàøèíó ñòðîèòü íåîáÿ-
çàòåëüíî, ìîæíî êóïèòü ñóïåðêîìïüþòåð, áûëè áû ñðåäñòâà. Êàê âû óæå ïîíÿëè,
îñíîâíàÿ çàãâîçäêà èìåííî â áûñòðîì ñïîñîáå ïîäñ÷åòà.

È âîò òóò àâòîðû ñòàòüè [8] ñîâåðøèëè ïðîðûâ. Íà îñíîâíîé êîíôåðåíöèè ïî êîì-
ïüþòåðíîé áåçîïàñíîñòè â 2015 ãîäó îíè ïðåäñòàâèëè íîâóþ àòàêó Logjam. Ïî ñóòè,
ýòî ìåòîä âû÷èñëåíèÿ êëþ÷à â ñõåìå Äèôôè-Õåëëìàíà, ïðè êîòîðîì ñàìè ñîîáùå-
íèÿ íóæíû òîëüêî íà ñàìîì ïîñëåäíåì ýòàïå. Ýòè ïîñëåäíèå øàãè ìîæíî ñîâåðøèòü
î÷åíü áûñòðî. Äëÿ îñíîâíîé ÷àñòè âû÷èñëåíèé íóæíî çíàòü òîëüêî ïðîñòîå ÷èñëî p.
Ïîýòîìó îñíîâíûå � êîëîññàëüíûå � âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü çàðàíåå è äåðæàòü
îòâåòû íàãîòîâå. À äàëüøå, êàê òîëüêî íà÷íåòñÿ îáìåí ñîîáùåíèÿìè ïî îòêðûòîìó
êàíàëó, îñòàåòñÿ òîëüêî ïåðåõâàòèòü ñîîáùåíèÿ, è ñ èõ ïîìîùüþ áûñòðî çàâåðøèòü
âû÷èñëåíèå êëþ÷à.

Íàñêîëüêî êîëîññàëüíû ïðåäâàðèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ? Àâòîðû îöåíèëè, ÷òî åñëè
çàêóïèòü îáîðóäîâàíèÿ íà ïàðó ñîòåí ìèëëèîíîâ äîëëàðîâ, òî çà ãîä ìîæíî âçëîìàòü
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îäíî 308-çíà÷íîå ïðîñòîå ÷èñëî! Òîëüêî îäíî. Ïðåäëàãàåì íà ñåêóíäó îñòàíîâèòüñÿ è
åùå ðàç îöåíèòü ñëîæíîñòü çàäà÷è.

Ðåàëüíà ëè ýòà óãðîçà? Ñêàæåì òàê, Logjam íå äëÿ äîìàøíåãî ïðèìåíåíèÿ. Íî,
íàïðèìåð, äëÿ Àãåíòñòâà íàöèîíàëüíîé áåçîïàñíîñòè ÑØÀ ïàðà ñîòåí ìèëëèîíîâ
âïîëíå ïî êàðìàíó. È åñëè âåðèòü àâòîðàì, òî ýòà ñóììà ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóåò
áþäæåòó àãåíñòâà íà êîìïüþòåðíóþ êðèïòîãðàôèþ.

Ñòîèò ëè îíî òîãî? Äà. Ïî êðàéíåé ìåðå, åñëè áîëüøèíñòâî ïðîòîêîëîâ ïîëüçóþò-
ñÿ îäíèìè è òåìè æå 308-çíà÷íûìè ÷èñëàìè, ÷òî è ïðîèñõîäèò íà ïðàêòèêå. Àâòîðû
óòâåðæäàþò,4 ÷òî åñëè âçëîìàòü îäíî, íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîå 308-çíà÷íîå ïðî-
ñòîå ÷èñëî, òî ìîæíî ïàññèâíî ïðîñëóøèâàòü ïðèìåðíî äâå òðåòè òðàôèêà VPN è
ïðèìåðíî ÷åòâåðòü SSH ñåðâåðîâ. À åñëè âçëîìàòü åùå è âòîðîå ïî ïîïóëÿðíîñòè
÷èñëî, òî ìîæíî äîáðàòüñÿ ïðèìåðíî äî 20% îò òîï ìèëëèîíà HTTPS âåá-ñàéòîâ.

Ïî ïðåäïîëîæåíèÿì àâòîðîâ, Àãåíòñòâî íàöèîíàëüíîé áåçîïàñíîñòè íà ñàìîì äåëå
èñïîëüçóåò ïîäîáíûå ìåòîäû, ÷òîáû ïðîñëóøèâàòü çàøèôðîâàííûé òðàôèê. È ìíîãèå
âåðÿò, ÷òî òàê îíî è åñòü. Âïîëíå âåðîÿòíî, ÷òî ñëóæáû ãîñóäàðñòâåííîé áåçîïàñíîñòè
ïðîäâèíóëèñü â êðèïòîãðàôèè ãîðàçäî äàëüøå ó÷åíûõ.

Êðèïòîãðàôèÿ îêðóæåíà ñåêðåòíîñòüþ. Íàïðèìåð, â 1996 ãîäó àäâîêàò ïîñîâåòî-
âàë àìåðèêàíñêîìó ïðîôåññîðó íå äîïóñêàòü ê çàíÿòèÿì ïî êðèïòîãðàôèè èíîñòðàí-
íûõ ñòóäåíòîâ. Ïîòîìó ÷òî, îêàçûâàåòñÿ, åñòü çàêîí, çàïðåùàþùèé äåëèòüñÿ àëãîðèò-
ìàìè êðèïòîãðàôèè ñ èíîñòðàíöàìè. Äàæå åñëè ýòè àëãîðèòìû îïèñàíû â ó÷åáíèêàõ
è ëþáîé ñòóäåíò â ñîñòîÿíèè èõ çàïðîãðàììèðîâàòü! 5 À àñïèðàíòó óíèâåðñèòåòà
Áåðêëè, êîòîðûé õîòåë îïóáëèêîâàòü íîâûå ðåçóëüòàòû ïî êðèïòîãðàôèè, ïðèøëîñü
4 ãîäà ñóäèòüñÿ ñ àìåðèêàíñêèì ïðàâèòåëüñòâîì, ïîêà î÷åðåäíîé ñóä íå ïðèçíàë, ÷òî
çàïðåò ïóáëèêàöèè ïðîòèâîðå÷èò Ïåðâîé ïîïðàâêå ê Êîíñòèòóöèè ÑØÀ, êîòîðàÿ íå
ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü çàêîíû, ïðîòèâîðå÷àùèå ñâîáîäå ñëîâà. 6.

Íà ñàìîì äåëå, òðóäíî ïîíÿòü, ãäå çàêàí÷èâàåòñÿ ñâîáîäíàÿ íàóêà è íà÷èíàåòñÿ
ãîñóäàðñòâåííîàÿ òàéíà. Íà êîíôåðåíöèè ôðàíöóçñêèé ïðîôåññîð êðèïòîãðàôèè Ðî-
áåðò Ýððà (Robert Erra) ñêàçàë ñ óëûáêîé: �Îäèí ïðîôåññîð, çâåçäà â íàøåé îáëàñòè,
óòâåðæäàë, ÷òî îí ðåäêî âñòðå÷àë êðèïòîãðàôà, êîòîðûé íå ïûòàëñÿ áû âçëîìàòü
RSA. Íî ÷åñòíî, åñëè áû ìíå ýòî óäàëîñü, ÿ áû íå îòïðàâèë ñòàòüþ ïðÿìèêîì â æóð-
íàë. ß áû ñíà÷àëà ïîçâîíèë ìèíèñòðó îáîðîíû!�

Èíòåðåñíî, êñòàòè, ÷òî ó÷åíûå-êðèïòîãðàôû èçî âñåõ ñèë ïûòàþòñÿ âçëîìàòü øèô-
ðû. Çà÷åì? ×òîáû íàéòè ñëàáèíêó è ïðèäóìàòü íîâûå áîëåå íàäåæíûå ñïîñîáû øèô-
ðîâàíèÿ. Íàïðèìåð, àâòîðû Logjam ðåêîìåíäóþò ïîëüçîâàòüñÿ åùå áîëüøèìè, 616-
çíà÷íûìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè. À åñëè ýòî òåõíè÷åñêè íåâîçìîæíî, òî îíè ñîâåòóþò ïî
êðàéíåé ìåðå âûáèðàòü ðàçíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Ñðàçó ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ñòàòüè ìíîãèå
áðàóçåðû îáíîâèëè ïðîòîêîëû, â òîì ÷èñëå Chrome è Firefox.7 Íàøè ñåêðåòû äîëæíû
îñòàâàòüñÿ â áåçîïàñíîñòè, äàæå åñëè îíè òðàíñëèðóþòñÿ ïî îòêðûòûì êàíàëàì ïî
âñåìó ìèðó.

4https://freedom-to-tinker.com/blog/haldermanheninger/how-is-nsa-breaking-so-much-crypto/
5Èñòî÷íèê: http://www.cnet.com/news/crypto-class-bans-foreign-students/
6Èñòî÷íèê: https://www.eff.org/fr/cases/bernstein-v-us-dept-justice
7Èñòî÷íèê: https://www.schneier.com/blog/archives/2015/05/the_logjam_and_.html
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Ãëàâà 8

Ñ÷åò÷èêè ñ êîðîòêîé ïàìÿòüþ

8.1 Áîëüøèå Äàííûå

Âû, íàâåðíîå, ñëûøàëè î ïîíÿòèè Áîëüøèå Äàííûå. Ñóùåñòâóþò ñàìûå ðàçíûå îïðå-
äåëåíèÿ, íî ïî ñóòè òåðìèí �Áîëüøèå Äàííûå� îçíà÷àåò, ÷òî íàì íè÷åãî íå ñòîèò
ïîëó÷èòü îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ñàìîé ðàçíîé èíôîðìàöèè. È ñðàçó âîçíèêàåò âîïðîñ,
êàê ýòó èíôîðìàöèþ îáðàáîòàòü.

Íàïðèìåð, áàíêîâñêèå ïëàòåæè ñîâåðøàþòñÿ ÷åðåç Èíòåðíåò èëè ïî ýëåêòðîííûì
êàðòàì. Ñîâðåìåííûé áàíê ìîæåò áåç îñîáûõ óñèëèé ñîáðàòü è ñîõðàíèòü äàííûå
î êàæäîé òðàíñàêöèè. Êàçàëîñü áû, òåïåðü ìû ìîæåì îòâåòèòü íà ëþáûå âîïðîñû.
Êàêèå ïðîäóêòû íàðàùèâàþò ïîïóëÿðíîñòü? Íàñêîëüêî øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ íàøè
óñëóãè, êàðòû, áàíêîìàòû? Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàçîáðàòüñÿ â ìèëëèîíàõ ýëåêòðîí-
íûõ çàïèñåé âîâñå íå òàê óæ ïðîñòî, äàæå ïðè íàëè÷èè ñàìûõ ìîùíûõ êîìïüþòåðîâ.
Îñîáåííî åñëè îòâåòû íóæíû ïðÿìî ñåé÷àñ!

Áîëüøèå Äàííûå ñàìè ïî ñåáå íå äàþò îòâåòà íà âñå íàøè âîïðîñû. Èõ àíàëèç
âëå÷åò çà ñîáîé ìíîæåñòâî ïðîáëåì.

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññêàæåì òîëüêî îá îäíîé òàêîé ïðîáëåìå. Çâó÷èò îíà ñîâåð-
øåííî ýëåìåíòàðíî, íî äëÿ åå ðåøåíèÿ ïîíàäîáèëàñü íîâàÿ è äàëåêî íå òðèâèàëüíàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ. Ïî÷åìó? Ïîòîìó ÷òî, êàê è âî ìíîãèõ äðóãèõ çàäà÷àõ ñ Áîëü-
øèìè Äàííûìè, íàèâíîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû ïðèâîäèò ê àáñîëþòíî íåâûïîëíè-
ìûì òðåáîâàíèÿì ê êîìïüþòåðíîé ïàìÿòè.

×òîáû áûëî ïîíÿòíî, ìû ðàññêàæåì î ñàìîé ïðîáëåìå ÷óòü ïîçæå, â ðàçäåëå 8.3.
À cíà÷àëà îáúÿñíèì âêðàòöå, êàê óñòðîåíà êîìïüþòåðíàÿ ïàìÿòü, è ïî÷åìó, íåñìîòðÿ
íà åå ìîùü è êîëîññàëüíûé îáúåì, îíà âñå-òàêè íå âñåñèëüíà.

8.2 Êîìïüþòåðíàÿ ïàìÿòü

Ìû óæå ðàññêàçàëè â ãëàâå 4, ÷òî âñÿ èíôîðìàöèÿ â êîìïüþòåðå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
íóëåé è åäèíèö. Êàæäûé íîëü è åäèíèöà ôèçè÷åñêè çàíèìàåò êðîøå÷íóþ ÿ÷åéêó
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ïàìÿòè. ×òîáû ñîõðàíèòü îäíó öâåòíóþ ôîòîãðàôèþ íà 3 ìåãàáàéòà, íàì íóæíî

3 · 8 · 220 = 25 165 824,

òî åñòü áîëüøå 25 ìèëëèîíîâ òàêèõ ÿ÷ååê.
Îáû÷íî ïàìÿòü ðàáîòàåò íà ïîëóïðîâîäíèêàõ. Íî äëÿ íàøåãî ðàññêàçà äîñòàòî÷íî,

÷òî êîìïüþòåðíàÿ ïàìÿòü � ýòî ôèçè÷åñêîå óñòðîéñòâî, ãäå êàæäûé ñèìâîë (0 èëè 1)
çàíèìàåò ìåñòî. Óñòðîéñòâà ýòè ìîãóò áûòü ñàìûå ðàçíûå, íàïðèìåð CD, DVD èëè
ôëýøêà. Â ëþáîì êîìïüþòåðå èíôîðìàöèÿ çàïèñûâàåòñÿ íà æåñòêîì äèñêå. Êà÷åñòâî
óñòðîéñòâ ïàìÿòè íåïðåðûâíî óëó÷øàåòñÿ. Íà æåñòêîì äèñêå ñîâðåìåííûõ ëýïòîïîâ
ìîæåò óìåùàòüñÿ, ñêàæåì, 320 ãèãàáàéòîâ. Ýòîãî õâàòèò, ÷òîáû ñîõðàíèòü áîëåå ñòà
òûñÿ÷ öâåòíûõ ôîòîãðàôèé!

Åñëè âàì íóæíî åùå áîëüøå ïàìÿòè, òî ìîæíî õðàíèòü äàííûå íà óäàëåííîì
ñåðâåðå. Ìíîãèå êîìïàíèè, â òîì ÷èñëå Ãóãë èëè Àìàçîí, ïðåäëàãàþò òàêèå óñëóãè.
Ýòî î÷åíü ïîïóëÿðíûé ñåðâèñ. Âîçìîæíî, âû òîæå ÷òî-òî õðàíèòå �íà îáëàêå�.

Ó òàêèõ èíôîðìàöèîííûõ ãèãàíòîâ êàê Ãóãë è ßíäåêñ åñòü ñâîè äàòà-öåíòðû,
ãäå êàæäîå ñòðîåíèå ëèáî çàïîëíåíî ñåðâåðàìè, ëèáî ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ èõ ýíåðãî-
ñíàáæåíèÿ, îõëàæäåíèÿ è îáñëóæèâàíèÿ. Íà ðèñóíêå 8.1 ôîòîãðàôèè, êîòîðûå äàþò
ïðåäñòàâëåíèå î äàòà-öåíòðàõ ßíäåêñà.

Ðèñ. 8.1: Äàòà-öåíòðû ßíäåêñà. Ñëåâà: Ìîäóëü c äâóìÿ ðÿäàìè ñòîåê ñ ñåðâåðàìè.
Ñïàðâà: Íà ïåðåäíåì ïëàíå ýíåðãîöåíòð; ýòî áîëüøîå çäàíèå êàæåòñÿ ìàëåíüêèì
ïî ñðàâíåíèþ ñ äàòà-öåíòðîì. Èñòî÷íèê: https://yandex.ru/company/technologies/
datacenter.

Èç âñåãî ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî êîìïüþòåðíàÿ ïàìÿòü ïîêà åùå íå ÿâ-
ëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ðåñóðñîì. Äèñêîâ è ñåðâåðîâ ìû ìîæåì ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî.
Âîïðîñ â òîì, êàê âîñïîëüçîâàòüñÿ âñåé ýòîé èíôîðìàöèåé. È âîò çäåñü âîçíèêàþò
ïðîáëåìû, ïîòîìó ÷òî äèñê íå â ñîñòîÿíèè �ñîîáðàçèòü� èëè �âñïîìíèòü�. ×òîáû èç-
âëå÷ü èíôîðìàöèþ, êîìïüþòåð äîëæåí íàéòè íóæíóþ ÿ÷åéêó ïàìÿòè.

Äîñòóï ê èíôîðìàöèè íà æåñòêîì äèñêå èëè ñåðâåðå çàíèìàåò êàêîå-òî âðåìÿ.
Ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ïðèìåðíî òàê. Äîïóñòèì, âû äîìà ÷èòàåòå êíèæêó ïî-
àíãëèéñêè ñî ñëîâàðåì. Íî òîëüêî ñëîâàðü ëåæèò â áèáëèîòåêå! È âû áåãàåòå â áèá-
ëèîòåêó è íàçàä çà êàæäûì ñëîâîì, ïðè÷åì êàæäûé ðàç àêêóðàòíî ñòàâèòå ñëîâàðü
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îáðàòíî íà ïîëêó, à ïîòîì çàíîâà èùèòå åãî ïî êàòàëîãó. Êîíå÷íî, êîìïüþòåð íàé-
äåò èíôîðìàöèþ íà äèñêå áûñòðåå, ÷åì âû äîáåæèòå äî áèáëèîòåêè. Íî è îïåðàöèé
êîìïüþòåð âûïîëíÿåò ãîðàçäî áîëüøå, ïîýòîìó ñðàâíåíèå âïîëíå óìåñòíîå.

Áåç ñîìíåíèé, ãîðàçäî óäîáíåå, åñëè ñëîâàðü ëåæèò ðÿäîì ñ âàìè íà äèâàíå. Äëÿ
ýòîãî ó êîìïüþòåðà åñòü òàê íàçûâàåìàÿ îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü. Èíôîðìàöèÿ ñ÷èòûâà-
åòñÿ ñ äèñêà, îáðàáàòûâàåòñÿ â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, ïîñëå ÷åãî ðåçóëüòàòû ñîõðàíÿ-
þòñÿ îáðàòíî íà äèñêå, à îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü îñâîáîæäàåòñÿ äëÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è.

Äîñòóï ê îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ïðîèñõîäèò î÷åíü áûñòðî, íåñðàâíèìî ñ æåñòêèì
äèñêîì. Íî èìåííî ïîýòîìó åå îáúåì ñèëüíî îãðàíè÷åí. Íà âàøåì äèâàíå íå ïîìå-
ñòèòñÿ ïîë-áèáëèîòåêè. Îáû÷íûé ëýïòîï ìîæåò ïðåäëîæèòü, íàïðèìåð, äâà ãèãàáàéòà
îïåðàòèâíîé ïàìÿòè. Êñòàòè, êàê ðàç èç-çà ýòîãî êîìïüþòåð íà÷èíàåò �òîðìîçèòü�, åñ-
ëè ó âàñ îòêðûòî ñëèøêîì ìíîãî ïðîãðàìì è äîêóìåíòîâ.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìîãóùåñòâî êîìïüþòåðíîé ïàìÿòè ñèëüíî îãðàíè÷åíî. Ó ïàìÿ-
òè íà äèñêå èëè ñåðâåðå ïðàêòè÷åñêè áåñêîíå÷íûé îáúåì, çàòî îãðàíè÷åíà ñêîðîñòü
äîñòóïà. À ó îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ñêîðîñòü ôåíîìåíàëüíàÿ, çàòî îáúåì î÷åíü ìàëåíü-
êèé.

Êàêèå ïîñëåäñòâèÿ âñå ýòî èìååò äëÿ îáðàáîòêè Áîëüøèõ Äàííûõ? Îêàçûâàåòñÿ,
ýòî ôóíäàìåíòàëüíàÿ è ñåðüåçíàÿ ïðîáëåìà äàæå äëÿ ñàìûõ íåçàìûñëîâàòûõ îïåðà-
öèé.

8.3 Ðàç, äâà, òðè, ÷åòûðå, ïÿòü...

Ðàññìîòðèì íåáîëüøîé ïðèìåð. Äîïóñòèì, áàíê âûïóñòèë ïÿòüäåñÿò êðåäèòíûõ êàðò
ñ íîìåðàìè 01, 02, . . . , 50. Âñåãî áûëî ïðîâåäåíî 30 òðàíñàêöèé, ïî êàðòàì ñ íîìåðàìè:

15 48 32 31 48 27 50 01 02 50
02 37 25 16 29 18 45 30 08 32
01 42 05 48 10 33 05 46 50 21

Ñïðàøèâàåòñÿ: ñêîëüêî êëèåíòîâ âîñïîëüçîâàëèñü êðåäèòíûìè êàðòàìè?
Ïîïðîáóéòå ñàìè äàòü îòâåò íà ýòîò âîïðîñ. Êàêèå âàøè äåéñòâèÿ? Ïîíà÷àëó âñå

ïðîñòî: 15 � ýòî ðàç, 48 � ýòî äâà, 32 � ýòî òðè, 31 � ýòî ÷åòûðå. Äàëüøå ñíîâà 48,
íî ýòà òà æå êàðòî÷êà, ïîýòîìó ìû åå íå ñ÷èòàåì. 27 � ýòî ïÿòü. Â ïåðâîì ðÿäó
âñåãî 8 ðàçíûõ íîìåðîâ. Íî òîëüêî óæå âî âòîðîì ðÿäó íà÷èíàþòñÿ çàòðóäíåíèÿ.
Ïîïàäàëñÿ íàì äî ýòîãî íîìåð 02 èëè íåò? À 29? Èëè 45? Íàøà ïàìÿòü íå â ñîñòîÿíèè
ýòî óäåðæàòü! Â ðåçóëüòàòå äî êîíöà òðåòüåãî ðÿäà ìîæíî äîáðàòüñÿ òîëüêî îäíèì
ñïîñîáîì: ñðàâíèâàòü êàæäûé íîìåð ñî âñåìè ïðåäûäóøèìè è ñòàâèòü ïîìåòêó, åñëè
ýòîò íîìåð íàì ðàíüøå íå ïîïàäàëñÿ. Îòâåò: 22 êàðòû. Íèæå ìû âûäåëèëè ðàçíûå
íîìåðà æèðíûì øðèôòîì.

15 48 32 31 48 27 50 01 02 50
02 37 25 16 29 18 45 30 08 32
01 42 05 48 10 33 05 46 50 21
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Òåïåðü ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî ýòó çàäà÷ó âûïîëíÿåò êîìïüþòåð. Êàêèì îáðàçîì
ñðàâíèòü íîìåð êàæäîé êàðòû ñî âñåìè ïðåäûäóùèìè? Îñîáåííî åñëè òðàíñàêöèé
íå òðèäöàòü, à òðè ìèëëèîíà? È âîò òóò âîçíèêàåò ïðîáëåìà ñ ïàìÿòüþ. Ñ÷èòûâàòü
âñå íîìåðà çàíîâà ñ æåñòêîãî äèñêà íåïîçâîëèòåëüíî äîëãî. À îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü
ïåðåïîëíèòñÿ ãîðàçäî ðàíüøå, ÷åì ìû äîéäåì äî ñåðåäèíû.

×òî æå ïîëó÷àåòñÿ? Ïðè íàëè÷èå ïîëíûõ äàííûõ è ñàìûõ ìîùíûõ êîìïüþòåðîâ
ìû íå â ñîñòîÿíèè ïîñ÷èòàòü, ñêîëüêî ÷åëîâåê âîñïîëüçîâàëîñü êðåäèòíûìè êàðòî÷-
êàìè?! Â ïðèíöèïå, äà, íå â ñîñòîÿíèè. È, êîíå÷íî, êðåäèòíûå êàðòû ýòî âñåãî ëèøü
ïðèìåð. Íà ñàìîì äåëå ìû âîîáùå íå â ñîñòîÿíèè íè÷åãî ïîñ÷èòàòü!

Ó âàñ íà âåáñàéòå åñòü ñ÷åò÷èê óíèêàëüíûõ ïîñåùåíèé? Ñêîðåå âñåãî, îí ñ÷èòàåò
ïðèáëèçèòåëüíî.

Ýòî è åñòü ïðèíöèïèàëüíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è î ïîäñ÷åòå. Åñëè òî÷íûé
îòâåò íàì ôèçè÷åñêè íå äîñòóïåí, òî íóæíî íàéòè êàê ìîæíî áîëåå òî÷íûé ïðèáëè-
çèòåëüíûé îòâåò, êîòîðûé ïðè ýòîì èñïîëüçóåò ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïàìÿòè.

Îáùåå êîëè÷åñòâî çàõîäîâ íà âàø âåáñàéò, êñòàòè, ìîæíî ñîñ÷èòàòü è òî÷íî, ïî-
òîìó ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íå íóæíî çàïîìèíàòü êàæäûé çàõîä, äîñòàòî÷íî ïîìíèòü
ñêîëüêî èõ áûëî. Êîëè÷åñòâî äðóçåé íà Ôåéñáóê òîæå ñ÷èòàåòñÿ òî÷íî, ïîòîìó ÷òî
îíè íå ïîâòîðÿþòñÿ. Ïðèáëèçèòåëüíîå ðåøåíèå íàì íóæíî, ÷òîáû ïîñ÷èòàòü êîëè÷å-
ñòâî ðàçíûõ îáúåêòîâ, êîãäà îäèí è òîò æå îáúåêò ìîæåò ïîÿâèòüñÿ íåñêîëüêî ðàç.

Îãîâîðèìñÿ, ÷òî â ïðèìåðå ñ êðåäèòíûìè êàðòàìè ïðîáëåìó ìîæíî ðåøèòü è ïî-
äðóãîìó, ñ àáñîëþòíîé òî÷íîñòüþ. Íàïðèìåð, åñëè âûñòðîèòü âñå íîìåðà ïî ïîðÿäêó
âîçðàñòàíèÿ, òî ñîñ÷èòàòü ðàçíûå íîìåðà áóäåò ãîðàçäî ïðîùå. Î÷åâèäíûé íåäîñòà-
òîê â òîì, ÷òî îáû÷íî äàííûå ïîñòóïàþò íåñîðòèðîâàííûå, è èõ ñîðòèðîâêà � ýòî
îòäåëüíàÿ íåïðîñòàÿ çàäà÷à, êîòîðîé ïîñâÿùåíà ìàññà ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû.

Åùå ìîæíî çàðàíåå ñîçäàòü òàêóþ ñòðóêòóðó äàííûõ, ÷òîáû íà êàæäîãî êëèåíòà
áûëî çàâåäåíî ñâîå ýëåêòðîííîå äîñüå. Òîãäà ñîâñåì íåòðóäíî ïðîéòèñü ïî âñåì äîñüå
è ïîñ÷èòàòü, ñêîëüêî èç íèõ ñîäåðæàò òðàíñàêöèè ïî êðåäèòíûì êàðòàì. Ê êàæäîìó
äîñüå äëÿ ýòîãî íóæíî îáðàòèòüñÿ âñåãî îäèí ðàç, ýòî ìíîãî âðåìåíè íå çàéìåò. Íî
ýòîò ñïîñîá òîæå ðàáîòàåò íå âñåãäà. Íàïðèìåð, êàê ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ìàãàçèíîâ,
ãäå êëèåíòû âîñïîëüçîâàëèñü êðåäèòíîé êàðòîé? Íàâåðíÿêà ó áàíêà íåò äîñüå íà
êàæäûé ìàãàçèí.

Ïðîáëåìà ïîäñ÷åòà î÷åíü àêòóàëüíà, îñîáåííî â êîíòåêñòå Áîëüøèõ Äàííûõ. Ñêîëü-
êî ïîñèòèòåëåé çàõîäèò íà íàø âåáñàéò èç ðàçíûõ ðåãèîíîâ Ðîññèè? Ñêîëüêî øêîëüíè-
êîâ â ýòîì ãîäó ïîäàëè çàÿâëåíèÿ â âóçû? Ñêîëüêî ëþäåé îáñóæäàþò â ñîöèàëüíûõ
ñåòÿõ íàøó ïàðòèþ? Ñîòðóäíèêè Ãóãë â ñâîåé ñòàòüå [17] ïèøóò, ÷òî â èõ ñèñòåìó
õðàíåíèÿ è îáðàáîòêè äàííûõ ïîñòóïàåò áîëåå ïÿòè ìèëëèîíîâ ïîäîáíûõ çàïðîñîâ â
äåíü! Ðåãóëÿðíî âñòðå÷àþòñÿ çàïðîñû, êîãäà íóæíî ñîñ÷èòàòü áîëåå ìèëëèàðäà îáú-
åêòîâ. Â ñòàòüå [17] ïðèâîäèòñÿ öèôðà � â ñðåäíåì îêîëî ñòà çàïðîñîâ â äåíü. Èç-çà
îãðàíè÷íèé ïàìÿòè ïîëó÷èòü òî÷íûé îòâåò íà òàêîé çàïðîñ àáñîëþòíî íåðåàëüíî.

Êàê íàéòè õîðîøåå ïðèáëèæåíèå, ïðàêòè÷åñêè íè÷åãî íå çàïîìèíàÿ? Ó çàäà÷è
î ïîäñ÷åòå åñòü íåñêîëüêî ðåøåíèé. Ñõîäó òàêîå ðåøåíèå íå ïðèäóìàòü, íî ïîíÿòü
îñíîâíûå èäåè íå òàê óæ ñëîæíî.
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8.4 Êàê ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ïîäñ÷åòå

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ áëåñòÿùèì áëîãîì [3], è íà÷íåì ñ ìåòîäà K-Minimum Values (K-
ìèíèìàëüíûå âåëè÷èíû). Èäåÿ î÷åíü ïðîñòàÿ. Äîïóñòèì, çíà÷åíèÿ, êîòîðûå íàì íàäî
ïîñ÷èòàòü, ðàçáðîñàíû ðàâíîìåðíî íà êàêîì-òî èíòåðâàëå. Â íàøåì ïðèìåðå ñ íîìå-
ðàìè êàðòî÷åê îò 01 äî 50 è èõ íåïðåäñêàçóåìûì èñïîëüçîâàíèåì, ýòî ïðåäïîëîæåíèå
âïîëíå ðàçóìíîå. Òåïåðü äàâàéòå íå áóäåì çàïîìèíàòü âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìû âè-
äåëè, à çàïîìíèì âñåãî ëèøü íåñêîëüêî ñàìûõ ìàëåíüêèõ çíà÷åíèé.

Âîçüìåì ñíîâà ïðèìåð ñ êðåäèòíûìè êàðòàìè, ãäå òðàíñàêöèé áûëî 30, à ðàçíàõ
êàðò 22. Ìû ìîæåì çàïîìíèòü, íàïðèìåð, âñåãî ïÿòü ñàìûõ ìàëåíüêèõ çíà÷åíèé. Â
äàííîì ñëó÷àå ýòî íîìåðà 01, 02, 05, 08 è 10. Ïÿòü çíà÷åíèé íà èíòåâàëå îò 1 äî 10.
Çíà÷èò, ñêîëüêî ðàçíûõ çíà÷åíèé ìû âñòðåòèì íà èíòåðâàëå îò 1 äî 50? Èíòåðâàë
â ïÿòü ðàç äëèííåå, çíà÷åíèÿ ðàçáðîñàíû ðàâíîìåðíî. Çíà÷èò, âñåãî çíà÷åíèé áóäåò
ïðèìåðíî

5 (çíà÷åíèé)× 5 (èíòåðâàëîâ) = 25 (çíà÷åíèé).

×òî-òî ïîðÿäêà 25 çíà÷åíèé. Ïîñêîëüêó 10 íà ñàìîé ãðàíèöå èíòåðâàëà, òî íà ñàìîì
äåëå äåëàåòñÿ êîððåêöèÿ. Äëÿ áîëüøåé òî÷íîñòè â äàííîì ñëó÷àå ïîëüçóþòñÿ ôîðìó-
ëîé (5−1)/(10/50) = 20. Ýòî, êîíå÷íî, íå ðàâíÿåòñÿ òî÷íîìó îòâåòó 22, íî äîñòàòî÷íî
áëèçêî. Ïðè ýòîì íàì íóæíî áûëî çàïîìíèòü òîëüêî 5 çíà÷åíèé, à íå 22.

Õðàíèòü â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè âñåãî íåñêîëüêî ñàìûõ ìàëåíüêèõ çíà÷åíèé óæå
âïîëíå ðåàëüíî, íî ïî-ïðåæíåìó íå èäåàëüíî. ×åì áîëüøå çíà÷åíèé ìû ñîõðàíÿåì,
òåì ëó÷øå òî÷íîñòü, è äëÿ ïî-íàñòîÿùåìó õîðîøåé òî÷íîñòè çíà÷åíèé íóæíî õðàíèòü
äîâîëüíî ìíîãî.

Ìîæíî ëè ñäåëàòü ëó÷øå? Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî. Íàñòîÿùóþ ðåâîëþöèþ â ìèðå
ñ÷åò÷èêîâ ñîâåðøèë ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Ôèëèïï Ôëàæîëå. Åãî ðåçóëüòàòû áûëè
îïóáëèêîâàíû â 2007 ãîäó â ñòàòüå [16], à ñåé÷àñ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ñèñòåìàõ
îáðàáîòêè äàííûõ, â òîì ÷èñëå BigQuery Ãóãëà è Redis êîìïàíèè Àìàçîí.

8.5 HyperLogLog ñ÷åò÷èêè

Ôèëèïï Ôëàæîëå è ñîàâòîðû ïðåäëîæèëè íîâûé ìåòîä ïîäñ÷åòà ïîä íàçâàíèåì
HyperLogLog.

`LogLog' îçíà÷àåò, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëîì îáúåêòîâ íàì íóæíî î÷åíü ìàëåíü-
êîå êîëè÷åñòâî îïåðàòèâíîé ïàìÿòè. Ïîä LogLog çäåñü ïîíèìàþò äâîéíîé ëîãàðèôì
ïî îñíîâàíèþ 2, è ýòî íà ñàìîì äåëå î÷åíü ìàëåíüêîå ÷èñëî. Íàïðèìåð, åñëè ó íàñ
ìèëëèàðä îáúåêòîâ, òî äâîéíîé ëîãàðèôì ýòî âñåãî ëèøü

log2(log2(1 000 000 000)) ≈ 4.9,

òî åñòü ïîðÿäêà ïÿòè áèòîâ ïàìÿòè � âñåãî ïÿòü íóëåé è åäèíèö!
Ïðèñòàâêà Hyper èñïîëüçîâàíà òîæå íå ïðîñòî òàê. Èäåþ ïîäîáíîãî ìåòîäà Ôëà-

æîëå ïðåäëàãàë è ðàíüøå, íî ïðåäûäóùèå âåðñèè äàâàëè ñëèøêîì ãðóáûå ðåçóëüòàòû.
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HyperLogLog ñèëüíî óëó÷øèë òî÷íîñòü, ÷òî ïîçâîëèëî ïðèìåíèòü ýòîò ìåòîä íà ïðàê-
òèêå.

Ôëàæîëå, êàê è Æèðóàð, èñõîäèë èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî çàïèñè â áàçå äàííûõ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ÷èñåë, ðàçáðîñàííûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Íà ïðàêòèêå ýòî
òàê è åñòü, ïîòîìó ÷òî êàæäîé çàïèñè, áóäü òî ÷èñëî, èìÿ, àäðåñ èëè íàçâàíèå, ïðè-
ñâàèâàåòñÿ òàê íàçûâàåìîå õåø-çíà÷åíèå. Õåø-çíà÷åíèÿ � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç
íóëåé è åäèíèö îäèíàêîâîé è íåáîëüøîé äëèíû. Åñëè äâå çàïèñè ñîâïàäàþò (íàïðè-
ìåð, îäíî è òî æå íàçâàíèå ïîâòîðÿåòñÿ äâà ðàçà), òî è õåø-çíà÷åíèÿ ýòèõ çàïèñåé
ñîâïàäàþò. Íàïðèìåð, õåø-çíà÷åíèÿ äëèíû 8 äëÿ ðàçíûõ âåá-ìàãàçèíîâ ìîãóò âû-
ãëÿäåòü ïðèìåðíî êàê â òàáëèöå íèæå. Ìû âûäåëèëè æèðíûì øðèôòîì íàçâàíèå,
êîòîðîå ïîâòîðÿåòñÿ äâà ðàçà:

� òðàíñàêöèè Íàçâàíèå ìàãàçèíà õåø-çíà÷åíèå
1 H&M 01011001
2 ÐÆÄ 00011101
3 Ozon.ru 10110110
4 H&M 01011001
5 Àýðîôëîò 10001011

Íà ïðàêòèêå îáû÷íî ïðèìåíÿþò õåø-çíà÷åíèÿ äëèíû 32 èëè 64. Õåø-çíà÷åíèÿ ãå-
íåðèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ïðîãðàìì, òàê íàçûâàåìûõ õåø-ôóíêöèé, î÷åíü
íåòðèâèàëüíûì îáðàçîì. Óñìîòðåòü ñâÿçü ìåæäó èçíà÷àëüíîé çàïèñüþ è åå õåø-
çíà÷åíèåì ôàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî õåø-çíà÷åíèÿ ïðè-
ñâàèâàþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì. È ìåòîä Æèðóàðà, è ìåòîä Ôëàæîëå ïîëüçóþòñÿ íå
ñàìèìè çàïèñÿìè, à èõ õåø-çíà÷åíèÿìè.

Íàïîìíèì, ÷òî Æèðóàð ïðåäëàãàë çàïîìíèòü íåñêîëüêî ñàìûõ ìàëåíüêèõ õåø-
çíà÷åíèé. Ôëàæîëå ïîøåë åùå äàëüøå. Îí ïðåäëîæèë çàïîìèíàòü òîëüêî ÷èñëî íóëåé
â íà÷àëå õåø-çíà÷åíèé.

Äëÿ ïðèìåðà âîçüìåì îïÿòü õåø-çíà÷åíèÿ äëèíû 8. Äîïóñòèì, íàì ïîïàëîñü õåø-
çíà÷åíèå

00001011.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ íà ÷åòûðå íóëÿ, ïîïàäàþòñÿ íå î÷åíü ÷à-
ñòî, â ñðåäíåì îäíà íà 32. Åñëè ìû íàòêíóëèñü íà òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ìîæ-
íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ñðåäíåì ìû âèäåëè 32 ðàçíûõ õåø-çíà÷åíèÿ, òî åñòü ÷èñëî
îáúåêòîâ ïðèìåðíî 32. ×òî åñëè ìû âèäåëè åùå áîëüøå íóëåé, ñêàæåì ïÿòü?

00000101

Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñòðå÷àþòñÿ åùå ðåæå, îäíà íà 64, òî åñòü îáúåêòîâ ïðè-
ìåðíî 64! Ðàçâå íå ãåíèàëüíî?

Èäåÿ î÷åíü ïðîñòàÿ. ×åì áîëüøå íóëåé, òåì ðåæå âñòðå÷àþòñÿ òàêèå õåø-çíà÷åíèÿ.
Åñëè êàêîìó-òî îáúåêòó ñëó÷àéíî äîñòàëîñü î÷åíü ðåäêîå õåø-çíà÷åíèå, çíà÷èò, îáú-
åêòîâ áûëî ìíîãî.
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Çàïîìíèòü ïðè ýòîì íóæíî òîëüêî îäíî ÷èñëî: ñàìîå áîëüøîå ÷èñëî íóëåé, êîòîðîå
ìû âèäåëè, íàïðèìåð �4�. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ìèíèìàëüíîãî îáúåìà ïàìÿòè. Åñëè
íàì ïîïàëîñü õåø-çíà÷åíèå, ó êîòîðîãî íóëåé áîëüøå, íàïðèìåð, 5, òî ìû âûêèäûâàåì
èç ïàìÿòè �4� è çàïîìèíàåì �5�.

Äëÿ ïîäãîòîâëåííîãî ÷èòàòåëÿ â Ïðèëîæåíèè 10.6.1 ìû îáúÿñíÿåì, îòêóäà âîç-
íèêàåò äâîéíîé ëîãàðèôì.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìåòîä î÷åíü ïðèáëèçèòåëüíûé. Íàïðèìåð, õåø-çíà÷åíèå ñ ÷åòûðüìÿ
íóëÿìè íàì ìîãëî ïîïàñòüñÿ è â ñàìîì íà÷àëå. Òàêèå ãðóáûå îöåíêè äëÿ ïðàêòèêè íå
ãîäÿòñÿ.

Â HyperLogLog äîáàâëåíî ìíîãî õèòðûõ ïðèåìîâ, ÷òîáû óëó÷øèòü òî÷íîñòü. Õåø-
çíà÷åíèÿ ðàçáèâàþòñÿ íà ðåãèñòðû, îöåíêà ñ÷èòàåòñÿ â êàæäîì ðåãèñòðå îòäåëüíî, à
ïîòîì óñðåäíÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Êðîìå ýòîãî, ó÷èòûâàåòñÿ êîððåêöèÿ, êîãäà
îáúåêòîâ î÷åíü ìàëî èëè, íàîáîðîò, î÷åíü ìíîãî. Ïîäðîáíî îá ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü
â áëîãå [3]. Òàì ìîæíî äàæå çàïóñòèòü ïðîãðàììó è ïîñìîòðåòü, êàê ìåòîä ðàáîòàåò.

Íà ïðàêòèêå ñòàðàþòñÿ äîñòè÷ü åùå áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòè. Ñîáñòâåííî, îá ýòîì
ñòàòüÿ ñîòðóäíèêîâ Ãóãëà [17], î êîòîðîé ìû óïîìèíàëè âûøå. Îíà òàê è íàçûâàåòñÿ
�HyperLogLog íà ïðàêòèêå�. Íàïðèìåð, àâòîðû óäåëèëè îñîáîå âíèìàíèå êîððåêöèè
ïðè ìàëåíüêîì ÷èñëå îáúåêòîâ. Ãðóáî ãîâîðÿ, åñëè êëèåíò â ñîñòîÿíèè ïîñ÷èòàòü
îáúåêòû âðó÷íóþ, òî è êîìïüþòåð äîëæåí äàâàòü àáñîëþòíî ïðàâèëüíûé îòâåò.

Òàê ãðóáàÿ, ïî÷òè íàõàëüíàÿ, îöåíêà Ôëàæîëå ïðèâåëà ê ðåøåíèþ çàäà÷è î ïîä-
ñ÷åòå, ðåøåíèþ ñ îïòèìàëüíûì áàëàíñîì ìåæäó ýôôåêòèâíîñòüþ è òî÷íîñòüþ.

8.6 ×åòûðå âèðòóàëüíûõ ðóêîïîæàòèÿ

Çàäà÷à î ïîäñ÷åòå âàæíà ñàìà ïî ñåáå, íî íàõîäèò è äðóãèå, ñîâåðøåííî íåîæèäàííûå
ïðèìåíåíèÿ.

Âñå ìû çíàåì, ÷òî ìèð òåñåí. Çíàêîìèøüñÿ ñ ÷åëîâåêîì, è íåìåäëåííî îáíàðó-
æèâàþòñÿ îáùèå çíàêîìûå èëè õîòÿ áû çíàêîìûå çíàêîìûõ. Ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé
èíòåðåñîâàë âîïðîñ íàñêîëüêî �òåñåí� âèðòóàëüíûé ìèð ñîöèàëüíûõ ñåòåé.

Âîïðîñû ïîäîáíîãî ðîäà èìåþò äëèííóþ èñòîðèþ. Â êîíöå 1969-õ ãîäîâ ñîöèîëîã
Ñòýíëè Ìèëãðàì ïðîâåë çíàìåíèòûé ýêñïåðèìåíò. Îí ðàçäàë ñëó÷àéíûì ëþäÿì â
øòàòàõ Íåáðàñêà è Âè÷èòà ïèñüìà, àäðåñîâàííûå áðîêåðó èç Áîñòîíà. Ãåîãðàôèè÷å-
ñêè è ïî ðîäó çàíÿòèé ýòè ëþäè áûëè äàñòàòî÷íî äàëåêè îò àäðåñàòà. Ïî ïðàâèëàì
ýêñïåðèìåíòà, ó÷àñòíèêè ìîãëè ïåðåïðàâèòü ïèñüìà òîëüêî ñâîèì çíàêîìûì, êîòî-
ðûå äîëæíû áûëè ïåðåäàòü èõ äàëüøå, ñâîèì çíàêîìûì, è òàê äàëåå. Èç 296 ïèñåì
áîëüøèíñòâî çàòåðÿëîñü â äîðîãå, íî 64 ïèñüìà äîøëè-òàêè äî àäðåñàòà. Ïðè ýòîì
îêàçàëîñü, ÷òî öåïî÷êà, ñâÿçûâàþùàÿ ñîâåðøåííî íåçíàêîìûõ ëþäåé, ñîâñåì êîðîò-
êàÿ. Â ñðåäíåì îòïðàâèòåëÿ è àäðåñàòà ðàçäåëÿëî âñåãî 5 ÷åëîâåê! Íà ðèñóíêå 8.2
ìû ñõåìàòè÷åñêè èçáðàçèëè, êàê ïèñüìî ïåðåñûëàëîñü âñåãî øåñòü ðàç, ÷åðåç ïÿòü
ïðîìåæóòî÷íûõ ëþäåé.
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Ðèñ. 8.2: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ýêñïåðèìåíòà Ñòýíëè Ìèëãðàìà. Ó÷àñòíèêè
ìîãëè ïåðåñëàòü ïèñüìî òîëüêî ñâîèì çíàêîìûì. Ïèñüìî îò îòïðàâèòåëÿ äî àäðå-
ñàòîãî ïåðåñûëàëîñü 6 ðàç, ÷åðåç 5 ðàçíûõ ëþäåé.

Òàê ðîäèëîñü ïîíÿòèå �øåñòè ðóêîïîæàòèé�. Åñëè âû ìîæåòå ïîæàòü ðóêó âñåì
ñâîèì çíàêîìûì, âàøè çíàêîìûå ìîãóò ïîæàòü ðóêó ñâîèì çíàêîìûì, è òàê äàëåå, òî
ïîíàäîáèòñÿ âñåãî øåñòü ðóêîïîæàòèé, ÷òîáû ñîåäèíèòü âàñ ñ ëþáûì ÷åëîâåêîì íà
Çåìëå!

Ýêñïåðèìåíò Ìèëãðàìà íå èäåàëåí, íå ñëó÷àéíî ñòîëüêî ïèñåì çàòåðÿëàñü â äîðî-
ãå. Íî â òî âðåìÿ ïðîñòî íå áûëî äðóãîãî ñïîñîáà îáíàðóæèòü, êòî êîãî çíàåò, è êòî
êîãî è ñ êåì ñîåäèíÿåò.

Çàòî ñåé÷àñ òàêèõ äàííûõ ñêîëüêî óãîäíî. ×òîáû ïðîâåñòè ïîäîáíûé ýêñïåðèìåíò
íà Ôåéñáóêå íå íóæíî äàæå áåñïîêîèòü ó÷àñòíèêîâ. Íà ñåðâåðå Ôåéñáóêà õðàíèòñÿ
ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ, êòî ñ êåì äðóæèò. Îñòàëîñü òîëüêî âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî �âèð-
òóàëüíûõ ðóêîïîæàòèé�, îòäåëÿþùèõ îäíîãî ïîëüçîâàòåëÿ îò äðóãîãî. Ìîæåì ëè ìû
ýòî ñäåëàòü? Èìåííî òàêîé âîïðîñ çàäàëè íàó÷íûå ñîòðóäíèêè Ôåéñáóêà ïðîôåññîðó
óíèâåðñèòåòà Ìèëàíà ïî èìåíè Ñåáàñòüÿíî Âèíüÿ.

È Ñåáàñòüÿíî, è ñîòðóäíèêàì Ôåéñáóêà áûëî î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à ýòà êîëîññàëü-
íàÿ. Íå ñëó÷àéíî îíà íå áûëà ðåøåíà ðàíüøå. Ó Ôåéñáóêà áîëåå 700 ìèëèîíîâ àêòèâ-
íûõ ïîëüçîâàòåëåé, òî åñòü áîëåå

1

2
· 700 000 000 · 700 000 000 = 245 000 000 000 000 000

ïàð ïîëüçîâàòåëåé. È íóæíî âû÷èñëèòü äëèíó öåïî÷êè äëÿ êàæäîé ïàðû! Íî äåëî íå
òîëüêî â ýòîì. Ñàìàÿ ãëàâíàÿ ïðîáëåìà îïÿòü â êîëè÷åñòâå îïåðàòèâíîé ïàìÿòè.

Ïðîáëåìà âîçíèêàåò ïîòîìó, ÷òî ìåæäó äâóìÿ ïîëüçîâàòåëÿìè íå îäíà, à íåñêîëü-
êî öåïî÷åê ðàçíîé äëèíû. Äëÿ ïðèìåðà, ïîñìîòðèì íà ìàëåíüêóþ ñîöèàëüíóþ ñåòü
íà ðèñóíêå 8.3. À îòäåëÿåò îò Â îäíî ðóêîïîæàòèå, èëè äâà � ÷åðåç Ã. Ðàçíûõ öåïî÷åê
î÷åíü ìíîãî, ïîòîìó ÷òî äðóçüÿ äðóçåé î÷åíü ÷àñòî íàøè äðóçüÿ. Â ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ
ýòî èçâåñòíûé, ïðîâåðåííûé è äîêàçàííûé ôåíîìåí. Ïðè ýòîì íàñ èíòåðåñóåò ñàìàÿ
êîðîòêàÿ öåïî÷êà.

Êîìïüþòåðó ñîâñåì íåòðóäíî ñ÷èòàòü ñ äèñêà âñåõ �äðóçåé äðóçåé� ïîëüçîâàòåëÿ
À. Íî òîëüêî íåêîòîðûõ èç íèõ îòäåëÿåò îò À îäíî ðóêîïîæàòèå, à íåêîòîðûõ �
äâà. Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå 8.3 è Â, è Æ � ýòî äðóçüÿ äðóçåé À. Íî Â äðóã À, à
Æ � íåò. Êàê îïðåäåëèòü, ÷òî Æ íà ðàññòîÿíèè äâóõ ðóêîïîæàòèé? Òîëüêî îäíèì
ñïîñîáîì: çàïîìíèòü âñåõ äðóçåé À. Èìåííî òàê ðàáîòàåò ñàìûé ðàñïðîñòðàíåííûé
ìåòîä, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ Ïîèñê â øèðèíó.
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Ðèñ. 8.3: Ìèíè ñîöèàëüíàÿ ñåòü. Êðóæêè ñ áóêâàìè îçíà÷àþò ïîëüçîâàòåëåé, çåëåíàÿ
ëèíèÿ ìóæäó äâóìÿ ïîëüçîâàòåëÿìè îçíà÷àåò, ÷òî îíè äðóçüÿ. Çåëåíûì öâåòîì îáî-
çíà÷÷åíû äðóçüÿ ïîëüçîâàòåëÿ À. Ñèíèì öâåòîì îáîçíà÷åíû ïîëüçîâàòåëè, êîòîðûõ
îò À îòäåëÿþò äâà ðóêîïîæàòèÿ.

Åñëè òåïåðü äîáàâèòü âñåõ �äðóçåé-äðóçåé-äðóçåé�, à ïîòîì èõ äðóçåé è òàê äàëåå,
òî íóæíî çàïîìèíàòü âñåõ, êîãî ìû âèäåëè íà ðàññòîÿíèè îäèí, äâà, òðè... Ïîñëå
ïÿòè-øåñòè øàãîâ ìû óæå âèäåëè ïðàêòè÷åñêè âñåõ ïîëüçîâàòåëåé ñåòè. Äåðæàòü â
îïåðàòèâíîé ïàìÿòè 700 ìèëëèîíîâ èìåí, èëè ðàçíûõ ÷èñåë, íó ïðîñòî àáñîëþòíî
íåðåàëüíî!

Ñîòðóäíèêè Ôåéñáóêà ïîâåðèëè â óñïåõ, ïîòîìó ÷òî Ñåáàñòüÿíî Âèíüÿ è åãî êîë-
ëåãè ïðèäóìàëè ñîâñåì äðóãîé ñïîñîá ïîñ÷èòàòü ÷èñëî ðóêîïîæàòèé. Îíè çàìåòèëè,
÷òî ñàìàÿ ãëàâíàÿ ïðîáëåìà � íåîáõîäèìîñòü çàïîìèíàòü óâèäåííûõ ïîëüçîâàòåëåé �
ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íà çàäà÷å î ïîäñ÷åòå. À çàäà÷ó î ïîäñ÷åòå ìîæíî ðåøèòü ìåòî-
äîì HyperLogLog.

Äëÿ èíòåðåñóþùèõñÿ, â ðàìêå íèæå ìû îáúÿñíèì îñíîâûå èäåè ñ ïîìîùüþ ìèíè-
ïðèìåðà íà ðèñóíêå 8.3. Ýòîò òåêñò íå òðåáóåò ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè, íî åñëè
âû íå õîòèòå âäàâàòüñÿ â ïîäðîáíîñòè, òî åãî ìîæíî ïðîïóñòèòü.

Äëÿ èíòåðåñóþùåãîñÿ ÷èòàòåëÿ

Ïðèìåíåíèå HyperLogLog ñ÷åò÷èêà äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà ðóêîïîæàòèé

Õîðîøàÿ íîâîñòü, ÷òî ìîæíî î÷åíü ëåãêî îïðåäåëèòü âñåõ äðóçåé ëþáîãî ïîëü-
çîâàòåëÿ.
Ïðèñâîèì õåø-çíà÷åíèå êàæäîìó ïîëüçîâàòåëþ. Çàïóñòèì ñ÷åò÷èê HyperLogLog,
è áóäåì ïðîñìàòðèâàòü ïîëüçîâàòåëåé, íà÷èíàÿ ñ À. Íà êàæäîì øàãå
HyperLogLog áóäåò ñîîáùàòü, ñêîëüêî âñåãî ðàçíûõ ïîëüçîâàòåëåé ìû âèäåëè.
Îêàçûâàåòñÿ, ýòî âñå, ÷òî íàì íóæíî.
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Íà÷íåì ñ ïîëüçîâàòåëÿ À. Ýòî îäèí ïîëüçîâàòåëü, íà ðàññòîÿíèè íîëü ðóêîïî-
æàòèé îò ñàìîãî ñåáÿ.
Òåïåðü ïîñìîòðèì íà äðóçåé À:

Á Â Ã Ä Å,

HyperLogLog ñîîáùèò íàì, ÷òî âñåãî ñ ìîìåíòà çàïóñêà ìû âèäåëè 6 ïîëüçîâàëåé.
Ìèíóñ À, ïîëó÷àåì 5 ïîëüçîâàòåëåé íà ðàññòîÿíèè îäíîãî ðóêîïîæàòèÿ.
Òåïåðü ê À è åãî äðóçüÿì äîáàâèì âñåõ ïîëüçîâàòåëåé, êòî äðóæèò ñ äðóçüÿìè
À:

äðóçüÿ Á: À, Æ,

äðóçüÿ Â: À, Ã, Æ, Ç

äðóçüÿ Ã: À, Â, È

äðóçüÿ Ä: À, Å

äðóçüÿ Å: À, Ä.

Ïîñëå ýòîãî HyperLogLog ñîîáùèò, ÷òî âñåãî ñ ìîìåíòà çàïóñêà ìû âèäåëè 9
ðàçíûõ ïîëüçîâàòåëåé. Âû÷òåì À è ÷èñëî åãî äðóçåé, ïîëó÷àåòñÿ

9− 1− 5 = 3

ïîëüçîâàòåëÿ íà ðàññîÿíèè äâóõ ðóêîïîæàòèé îò À. Çàìåòüòå, ÷òî íàì íå íóæíî
çàïîìèíàòü ñàìèõ äðóçåé À, à òîëüêî èõ êîëè÷åñòâî!
Â äàííîì ñëó÷àå, áîëüøå ïîëüçîâàòåëåé ó íàñ íåò. Â ðåàëüíîñòè ïðîöåññ ïðî-
äîëæàåòñÿ. Íà òðåòüåì øàãå ìû äîáàâëÿåì âñåõ �äðóçåé-äðóçåé-äðóçåé�. Ïîñëå
ýòîãî HyperLogLog îïÿòü ñîîáùàåò, ñêîëüêî ðàçíûõ ïîëüçîâàòåëåé ìû âèäåëè äî
ñèõ ïîð. Âû÷èòàåì èç ýòîãî ÷èñëà êîëè÷åñòâî ïîëüçîâàòåëåé íà ðàññòîÿíèè íîëü,
îäèí è äâà, è ïîëó÷àåì ÷èñëî ïîëüçîâàòåëåé, êîòîðûõ îò À îòäåëÿþò ðîâíî òðè
ðóêîïîæàòèÿ. È òàê äàëåå.
Ïðîöåññ çàâåðøåí, êîãäà ìû óâèäåëè âñåõ ïîëüçîâàòåëåé ñåòè.
Êàê âû ïîìíèòå, HyperLogLog äåðæèò â ïàìÿòè òîëüêî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íó-
ëåé â õåø-çíà÷åíèè. Ïëþñ ê ýòîìó, íàäî çàïîìíèòü òîëüêî ÷èñëî ïîëüçîâàòåëåé
íà ðàññòîÿíèè îäíîãî, äâóõ, òðåõ è òàê äàëåå, ðóêîïîæàòèé. Ýòî òîæå çàíèìàåò
î÷åíü ñêðîìíîå êîëè÷åñòâî îïåðàòèâíîé ïàìÿòè.

HyperLogLog òðåáóåò òàê ìàëî ïàìÿòè, ÷òî ïðîöåññ ìîæíî çàïóñòèòü äëÿ âñåõ ïîëü-
çîâàòåëåé îäíîâðåìåííî, è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòü îáùåå ÷èñëî ïàð íà ðàññòîÿíèè îä-
íîãî, äâóõ, òðåõ ðóêîïîæàòèé è òàê äàëåå. Êîíå÷íî, ðåçóëüòàòû ïðèáëèçèòåëüíûå, íî
èõ òî÷íîñòü î÷åíü âûñîêà.

Îêàçàëîñü, ÷òî äâóõ ïîëüçîâàòåëåé Ôåéñáóêà â ñðåäíåì ðàçäåëÿåò íå øåñòü, à âñåãî
4.74 ðóêîïîæàòèé! Ñòàòüÿ Ñåáàñòüÿíî Âèíüÿ è ñîàâòîðîâ [10] ñòàëà áûñòðî èçâåñòíà
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â íàó÷íîì ìèðå è çà åãî ïðåäåëàìè. Î íåé ïèñàëè BBC è New York Times. Ðåçóëüòàòû
óæå ñåé÷àñ ïîïàëè â ïîïóëÿðíóþ ëèòåðàòóðó è ñïåöèàëüíûå ó÷åáíèêè. Âèðòóàëüíûé
ìèð îêàçàëñÿ åùå òåñíåå, ÷åì ðåàëüíûé ìèð, â êîòîðîì ìû æèâåì!

8.7 Ôèëèïï Ôëàæîëå

Ôèëèïï Ôëàæîëå óìåð â 2011 ãîäó, êîãäà ðàáîòà íàä âðåíäðåíèåì HyperLogLog áûëà â
ñàìîì ðàçðàãå. Áëîã ïîä íàçâàíèåì �HyperLogLog � êðàåóãîëüíûé êàìåíü èíôðàñòðóê-
òóðû Áîëüøèõ Äàííûõ� [3] áûë íàïèñàí â 2012 ãîäó. Ñòàòüÿ [10] ïðî 4.74 âèðòóàëüíûõ
ðóêîïîæàòèÿ â Ôåéñáóêå âûøëà â òîì æå 2012 ãîäó, à ñòàòüÿ ñîòðóäíèêîâ Ãóãëà [17] �
â 2013-ì. Ñèñòåìà Redis âíåäðèëà HyperLogLog â 2014 ãîäó. Â ÷åñòü Ôèëèïïà Ôëàæîëå
êîìàíäû HyperLogLog íà÷èíàþòñÿ ñ åãî èíèöèàëîâ PF.

Íàì íå èçâåñòíî, óñïåë ëè Ôëàæîëå óçíàòü, ÷òî åãî ðåçóëüòàòû óæå áûëè íà ïî-
ðîãå øèðîêîãî âíåäðåíèÿ. Ìû çàêîí÷èì ïîñëåäíèìè ôðàçàìè èç áëîãà [3], ãäå àâòîð
ïîäðîáíî è ñ áîëüøèì ýíòóçèàçìîì îáúÿñíÿåò HyperLogLog øèðîêîé òåõíè÷åñêîé ïóá-
ëèêå.

�... Ìíå î÷åíü æàëü, ÷òî ÿ íå áûë çíàêîì ñ íèì ëè÷íî. ß óâåðåí, ÷òî åãî òðó-
äû áóäóò æèòü äàëüøå, íî íàóêà è èíäóñòðèÿ áåçóñëîâíî ïîòåðÿëè âûäàþùèéñÿ
èíòåëëåêò. Ïðîäîëæàé ñ÷èòàòü, Ôèëèïï, ìû íà òåáÿ ðàññ÷èòûâàåì!�

89



Ãëàâà 8. Ñ÷åò÷èêè ñ êîðîòêîé ïàìÿòüþ

90



Ãëàâà 9

Ìèëëèîí àóêöèîíîâ â ìèíóòó

9.1 Ïåðâàÿ ñòðàíèöà ïîèñêîâèêà

×òî áû ìû íè ñîáèðàëèñü ïðåäïðèíÿòü � îò ðåìîíòà êâàðòèðû äî ïîèñêà ðàáîòû è
ïëàíèðîâàíèÿ îòïóñêà � ïîñëåäíèå 10-15 ëåò ïðàêòè÷åñêè ëþáîå äåëî íà÷èíàåòñÿ ñ
áåëîé ñòðàíè÷êè ïîèñêîâîé ñèñòåìû. Ïîïóëÿðíîñòü è ïîëåçíîñòü ïîèñêîâèêîâ òðóäíî
ïåðåîöåíèòü. Îäèí Ãóãë îáðàáàòûâàåò áîëåå 100 ìèëëèàðäîâ çàïðîñîâ â ìåñÿö!

Åñëè ââåñòè â ßíäåêñå òèïè÷íûé çàïðîñ, íàïðèìåð �ïëàñòèêîâûå îêíà�, òî ïåðâàÿ
ñòðàíèöà ðåçóëüòàòîâ áóäåò âûãëÿäåòü ïðèìåðíî êàê íà Ðèñóíêå 9.1.

Ñîäåðæàíèå ïåðâîé ñòðàíèöû � òåìà îñîáåííî èíòåðåñíàÿ, ïîòîìó ÷òî áîëüøèí-
ñòâî èç íàñ äàëüøå ïåðâîé ñòðàíèöû íå çàõîäèò, ýòî øèðîêî èçâåñòíàÿ ñòàòèñòèêà.
Íàâåðíîå, êîå-êàêèå ïðèíöèïû çàïîëíåíèÿ ïåðâîé ñòðàíèöû âû óæå äàâíî çàìåòèëè.
Íàïðèìåð, åñëè âû èùåòå ÷òî-òî ñâÿçàííîå ñ òîâàðàìè è óñëóãàìè, òî íà ñàìîì âèä-
íîì ìåñòå � íàâåðõó ïåðâîé ñòðàíèöû � ïîÿâëÿåòñÿ ðåêëàìà. Íà ðèñóíêå ìû îáâåëè
ðåêëàìó êðàñíûì êîíòóðîì.

Ðûíîê îí-ëàéí ðåêëàìû ó ïîèñêîâèêîâ ïðîñòî êîëîññàëüíûé. Ðåêëàìà � ýòî èñòî÷-
íèê äîõîäîâ ßíäåêñà ïðàêòè÷åñêè íà ñòî ïðîöåíòîâ. ×èñëî ðåêëàìîäàòåëåé Ãóãëà óæå
äàâíî ïðåâûñèëî ìèëëèîí, à äîõîä Ãóãëà îò îí-ëàéí ðåêëàìû â 2015 ãîäó îöåíèâàåòñÿ
â 44 ñ ëèøíèì ìèëëèàðäîâ äîëëàðîâ.

Ïî÷åìó ïðàêòè÷åñêè ó âñåõ êðóïíûõ ïîèñêîâèêîâ îí-ëàéí ðåêëàìà âûãëÿäèò èìåí-
íî òàê, êàê ñåãîäíÿ íà íàøåì ýêðàíå? Ïî÷åìó Âû âèäåòå èìåííî ýòè îáúÿâëåíèÿ è â
ýòîì ïîðÿäêå? Çà êàæäûì îáúÿâëåíèåì ñêðûâàþòñÿ ãëóáîêèå ìàòåìàòè÷åñêèå èäåè,
è íå îäíà, à öåëûõ òðè Íîáåëåâñêèå ïðåìèè. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññêàæåì î ìàòåìàòèêå
îí-ëàéí ðåêëàìû.

9.2 Ñòîèìîñòü çà îäèí êëèê

Ïîèñêîâèêè â èõ ñîâðåìåííîì âèäå ïîÿâèëèñü ñîâñåì íåäàâíî � â êîíöå 1990-õ ãî-
äîâ. Ðåêëàìà ãîðàçäî ñòàðåå: ãàçåòû, ùèòû, ðîëèêè ïî òåëåâèçîðó. Ìû ðàññêàæåì î
ðàçâèòèè è îñîáåííîñòÿõ îíëàéí ðåêëàìû ïðèìåðíî òàê, êàê íàì ðàññêàçàë Ñåðãåé
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Ðèñ. 9.1: Ðåçóëüòàòû ßíäåêñà ïî ïîèñêîâîìó çàïðîñó �ïëàñòèêîâûå îêíà�. Ìû îáâåëè
ðåêëàìó êðàñíûì êîíòóðîì.

Èçìàëêîâ � ïðîôåññîð Ðîññèéñêîé Ýêîíîìè÷åñêîé Øêîëû, è îäèí èç ëó÷øèõ ñïåöè-
àëèñòîâ â ýòîé îáëàñòè.

Âñå ìû òàê ïðèâûêëè ê ðåêëàìå â ïîèñêîâèêàõ, ÷òî ñàìûé ïåðâûé òåçèñ Ñåðãåÿ
çàñòàåò â ðàñïëîõ: �Èçíà÷àëüíî, êîãäà ïîèñêîâûå ñèñòåìû òîëüêî-òîëüêî ïîÿâèëèñü,
âûãîäà òàêîé ðåêëàìû áûëà ñîâåðøåííî íåî÷åâèäíà!�

Ñàìûé ïåðâûé âîïðîñ: êòî óâèäèò ýòó ðåêëàìó? Ñ æóðíàëàìè, íàïðèìåð, âñå ïî-
íÿòíî. Ñíîóáîðä íàäî ðåêëàìèðîâàòü â ñïîðòèâíîì æóðíàëå, à êîñìåòèêó â æåíñêîì.
Íî èíòåðåñû ïîëüçîâàòåëÿ çà ýêðàíîì êîìïüþòåðà ìîãóò áûòü àáñîëþòíî ëþáûå.
Ïîêàçûâàòü ðåêëàìó êîñìåòèêè ÷åëîâåêó, êîòîðûé çàøåë èñêàòü áàéäàðî÷íûå ìàðø-
ðóòû Êèðîâñêîé îáëàñòè, áîëåå-ìåíåå áåñïîëåçíî.

Òàê âîçíèêëà èäåÿ ðåêëàìû ïî �êëþ÷åâîé ôðàçå�. Âìåñòî �æóðíàëà� ðåêëàìîäà-
òåëü âûáèðàåò ñëîâà â ïîèñêîâîì çàïðîñå, êîòîðûå åãî èíòåðåñóþò. Íàïðèìåð, åñëè
êîìïàíèÿ óñòàíàâëèâàåò ïëàñòèêîâûå îêíà, òî îíè ìîãóò âûáðàòü çàïðîñû �ïëàñòè-
êîâûå îêíà�, � îêíà�, �ðåìîíò êâàðòèðû�, è òàê äàëåå. À íà äðóãèå çàïðîñû, íàïðèìåð
�ïëàñòèêîâûå òàðåëêè�, èõ ðåêëàìà íå ïîÿâèòñÿ. Ïîèñêîâèê òî÷íî çíàåò, ÷òî èíòå-
ðåñóåò ïîëüçîâàòåëÿ â äàííûé ìîìåíò. Íà çàïðîñ �æèðàô� ìîæíî ïðåäëîæèòü òóðû
â Àôðèêó, à íà çàïðîñ �ðåöåïò ïèööû� � ìàñòåð-êëàññ ïî ïðèãîòîâëåíèþ ïèööû (à íå
ðåêëàìó ïèööåðèé!).
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Òàêîé �êîíòåêñòíîé� ðåêëàìîé ïîëüçóþòñÿ âñå ïîèñêîâûå ñèñòåìû, è âñå êðóïíûå
ñàéòû, âêëþ÷àÿ Ôåéñáóê è Youtube. Ýòî áûë ïåðâûé øàã ê óñïåõó îíëàéí ðåêëàìû.

Âòîðîé âîïðîñ: çà ÷òî ñîáñòâåííî ïîèñêîâàÿ ñèñòåìà áóäåò áðàòü äåíüãè? Íàïðè-
ìåð, ãàçåòû áåðóò çà ïîêàç. Íî ó ãàçåòû èçâåñòíîå ÷èñëî ïîäïèñ÷èêîâ, è îáúÿâëåíèå
ìîæíî óâèäåòü ñâîèìè ãëàçàìè. Ïîèñêîâàÿ ñèñòåìà � ýòî ñîâñåì äðóãîå äåëî. Ðåêëà-
ìîäàòåëè íå ãîòîâû ïëàòèòü çà ïîêàçû, êîòîðûõ áóäåò íåèçâåñòíî ñêîëüêî, è êîòîðûå
íèêàê íåëüçÿ íè óâèäåòü, íè ïðîâåðèòü.

Ïðèøëîñü çàäóìàòüñÿ, çà÷åì â ïðèíöèïå íóæíà îíëàéí ðåêëàìà? Ñàìûé ðàçóìíûé
è ïðàãìàòè÷íûé îòâåò âïîëíå î÷åâèäåí: ÷òîáû ïðèâåñòè ïîòåíöèàëüíûõ ïîêóïàòåëåé
íà âåáñàéò. Èìåííî çà ýòî ãîòîâû ïëàòèòü ðåêëàìîäàòåëè. È ýòî ïðåêðàñíî, ïîòîìó
÷èñòî òåõíè÷åñêè î÷åíü ëåãêî çàðåãèñòðèðîâàòü, ïåðåøåë ïîëüçîâàòåëü ñ ïîèñêîâèêà
íà ñàéò ðåêëàìîäàòåëÿ èëè íåò!

Òàê âîçíèêëà åùå îäíà êëþ÷åâàÿ èäåÿ îíëàéí ðåêëàìû: ñòîèìîñòü çà 1 êëèê.
Êîãäà âû âèäåòå ðåêëàìó, ßíäåêñ íè÷åãî íà ýòîì íå çàðàáàòûâàåò. Ñ÷åò÷èê ïîâîðà-
÷èâàåòñÿ, òîëüêî åñëè âû êëèêíèòå íà ðåêëàìíûé ëèíê.

Ñòîèìîñòü çà êëèê � î÷åíü êðàñèâîå ðûíî÷íîå ðåøåíèå. Ðåêëàìîäàòåëü ìîæåò
ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, ñêîëüêî ïîñåùåíèé ïðèøëî ÷åðåç ïîèñêîâèê, è ñêîëüêî èç íèõ çà-
êîí÷èëîñü ïîêóïêîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîèñêîâàÿ ñèñòåìà çàèíòåðåñîâàíà â òîì,
÷òîáû êëèêîâ áûëî êàê ìîæíî áîëüøå. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîêàçûâàòü ðåêëàìó ïðà-
âèëüíûì ïîëüçîâàòåëÿì è â ïðàâèëüíûé ìîìåíò. À åùå íóæíî íå ðàçäðàæàòü ðåêëà-
ìîé, è íåïðåðûâíî óëó÷øàòü ðåçóëüòàòû �áåñïëàòíîãî� ïîèñêà, ÷òîáû ïîëüçîâàòåëè
áûëè äîâîëüíû è ïðîäîëæàëè ïîëüçîâàòüñÿ ñèñòåìîé. Â ðåçóëüòàòå âñå â âûèãðûøå:
è ðåêëàìîäàòåëè, è ïîèñêîâûå ñèñòåìû, è ìû � ïðîñòûå ïîëüçîâàòåëè è ïîêóïàòåëè.

9.3 Àóêöèîí � ñïåöèàëüíî äëÿ âàñ!

Îñòàåòñÿ åùå îäèí ñóùåñòâåííûé âîïðîñ: ñêîëüêî, ñîáñòâåííî, ñòîèò îäèí êëèê? Ëî-
ãè÷íî, ÷òî êëþ÷åâàÿ ôðàçà �èïîòåêà� äîëæíà ñòîèòü ñèëüíî äîðîæå, ÷åì �äåñòêèé
âåëîñèïåä á/ó.� Íî ñêîëüêî èìåííî è íàñêîëüêî äîðîæå?

Ñîâðåìåííûå ïîèñêîâûå ñèòåìû íàçíà÷àþò öåíû çà êëèê ÷åðåç àóêöèîí. Âñå ðå-
êëàìîäàòåëè çàðàíåå ïðåäëàãàþò ñâîþ öåíó çà êëèê ïî òîé èëè èíîé êëþ÷åâîé ôðàçå,
è â ìîìåíò ïîèñêîâîãî çàïðîñà ðåêëàìíûå ìåñòà óõîäÿò òåì, êòî ïðåäëîæèë áîëüøå.
Íàñòîÿùàÿ ðûíî÷íàÿ öåíà! Äëÿ ïîëíîòû èíôîðìàöèè ñîîáùèì, ÷òî öåíà çà êëèê, íà-
ïðèìåð, â Ãóãëå îáû÷íî 1-2 äîëëàðà, íî äîõîäèò è äî 50 äîëëàðîâ, è âûøå, îñîáåííî
â ôèíàíñîâîì ñåêòîðå.

Ðåêëàìó íóæíî ïîäñòðàèâàòü ïîä ïîëüçîâàòåëÿ, ïîýòîìó àóêöèîíû ïðîèñõîäÿò â
ðåàëüíîì âðåìåíè, äëÿ êàæäîãî ïîèñêîâîãî çàïðîñà ïî îòäåëüíîñòè. Ó÷èòûâàþòñÿ íå
òîëüêî ñòàâêè, íî è êà÷åñòâî îáúÿâëåíèÿ, êà÷åñòâî ïðîäàâöà, èíòåðåñû ïîëüçîâàòåëÿ
èñõîäÿ èç ïðåäûäóùèõ çàïðîñîâ è êëèêîâ, è ñîòíè äðóãèõ ôàêòîðîâ. Ñèëüíî âëèÿåò
ìåñòîíàõîæäåíèå ïîëüçîâàòåëÿ. Íàïðèìåð, åñëè âû â ßíäåêñå â íàñòðîéêàõ èçìåíèòå
ãîðîä ñ Ìîñêâû íà Íüþ Éîðê, òî ðåêëàìû ìîñêîâñêèõ ôèðì âû íå óâèäèòå.

Êàæäûé ðàç, êîãäà âû ââîäèòå çàïðîñ òèïà �ïëàñòèêîâûå îêíà�, ïîèñêîâàÿ ñèñòåìà
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ïî âàøåìó çàïðîñó ïðîâîäèò àóêöèîí, è ïðåäñòàâëÿåò âàì ïîáåäèòåëåé! Ýòî äåëàþò
âñå ïîèñêîâûå ñèñòåìû. È ïîñêîëüêó îäèí Ãóãë îáðàáàòûâàåò ïðèìåðíî 40 òûñÿ÷
çàïðîñîâ â ñåêóíäó, òî ìèëëèîí àóêöèîíîâ â ìèíóòó � ýòî äàëåêî íå ïðåóâåëå÷åíèå.

Åñòåñòâåííî, ïðîöåññ ïîëíîñòüþ àâòîìàòèçèðîâàí. Ñòàâêè äåëàþòñÿ îíëàéí, ïî-
áåäèòåëè è öåíû âû÷èñëÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè ïî çàðàíåå çàäàííîé ôîðìóëå. Êàêàÿ
ôîðìóëà ñðàáîòàåò ëó÷øå âñåãî?

È âîò òóò íà÷èíàåòñÿ ìàòåìàòèêà. Ïîòîìó ÷òî ïîèñêîâèê óñòàíàâëèâàåò ïðàâèëà
àóêöèîíà ñ öåëüþ çàðàáîòàòü êàê ìîæíî áîëüøå, à ðåêëàìîäàòåëü ïðèñïîñàáëèâàåò
ñâîè ñòàâêè ê ýòèì ïðàâèëàì, ÷òîáû çàïëàòèòü êàê ìîæíî ìåíüøå. Ìîæíî ëè ñáà-
ëàíñèðîâàòü âñå èíòåðåñû? Ìîæíî ëè ïðèäóìàòü òàêèå ïðàâèëà, ÷òîáû èãðà âåëàñü
÷åñòíî è ïðèâîäèëà ê ñàìîìó âûãîäíîìó äëÿ âñåõ ðåçóëüòàòó?

Ýòèìè âîïðîñàìè çàíèìàåòñÿ î÷åíü èíòåðåñíàÿ îáëàñòü ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ �Äèçàéí ìåõàíèçìîâ�. Â 2007 ãîäó åå îñíîâàòåëè Ëåîíèä Ãóðâè÷
(Leonid Hurwicz), Ýðèê Ìàñêèí (Eric Maskin) è Ðîäæåð Ìàéåðñîí (Roger Myerson)
ïîëó÷èëè Íîáëåâñêóþ ïðåìèþ ïî ýêîíîìèêå. �Ìåõàíèçì� â äàííîì ñëó÷àå ýòî íå
ìàøèíà, à ìåõàíèçì óïðàâëåíèÿ. Òåîðèÿ äèçàéíà ìåõàíèçìîâ èçó÷àåò, êàê ñîçäàòü
îïòèìàëüíûå ïðàâèëà èãðû â óñëîâèÿõ êîíêóðåíöèè: àóêöèîíû, ãîëîñîâàíèå, ðàñïðå-
äåëåíèå ðåñóðñîâ. Îíëàéí ðåêëàìà � âñåãî ëèøü îäíî èç ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé.

9.4 Àóêöèîí âòîðîé öåíû

Ïðè ñëîâå �àóêöèîí� ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîìíàòà õîðîøî îäåòûõ ëþäåé, è íà òðèáóíå
� ÷åëîâåê ñ ìîëîòêîì. Ó÷àñòíèêè ïîäíèìàþò ñòàâêè. Ðàç, äâà, òðè � ïðîäàíî! Ýòî
îòêðûòûé àóêöèîí, âñå ñëûøàò ñòàâêè äðóã äðóãà.

Â îíëàéí ðåêëàìå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå çàêðûòûå àóêöèîíû, ïîòîìó ÷òî
ðåêëàìîäàòåëè íå çíàþò ñòàâîê äðóã äðóãà. Ñòàâêè ñäåëàíû çàðàíåå, è â ìîìåíò
�ðîçûãðûøà� ïîèñêîâàÿ ñèñòåìà ñðàâíèâàåò ñòàâêè è âû÷èñëÿåò ïîáåäèòåëåé è öå-
íû. Ýòî ñðàâíèìî ñ ñèòóàöèåé, êîãäà êàæäûé ó÷àñòíèê çàïèñûâàåò ñòàâêó è îòäàåò
îðãàíèçàòîðàì â çàïå÷àòàííîì êîíâåðòå. Â ìîìåíò ðîçûãðûøà êîíâåðòû âñêðûâàþò-
ñÿ è òîâàð óõîäèò ïîêóïàòåëþ, ÷üÿ ñòàâêà îêàçàëàñü ñàìîé âûñîêîé.

Ïðåäñòàâüòå ñåáå ñàìóþ ïðîñòóþ ñèòóàöèþ, òàê íàçûâàåìûé àóêöèîí ïåðâîé öåíû.
Êîíâåðòû âñêðûòû, è òîâàð óõîäèò ïî ñàìîé âûñîêîé ñòàâêå òîìó, êòî åå ïðåäëîæèë.
Äîïóñòèì, Àííà è Áîðèñ ó÷àâñòâóþò â òàêîì àóêöèîíå. Àííà ãîòîâà çàïëàòèòü çà
òîâàð 500, à Áîðèñ 300. Îíè îáà ÷åñòíî íàïèñàëè ñòàâêè �500� è �300�. Òîâàð óøåë
ê Àííå çà 500. Âñå ñïðàâåäëèâî, âñå äîâîëüíû? Íà ñàìîì äåëå, íåò. Åñëè áû Àííà
íàïèñàëà 400, èëè äàæå 301, òî îíà ïîëó÷èëà áû òîâàð ãîðàçäî äåøåâëå! Ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî ïðàâäèâóþ ñòàâêó äåëàòü íåâûãîäíî. Ñàìîå ëó÷øåå äëÿ Àííû � ýòî ðàçóçíàòü
èëè óãàäàòü ñòàâêó Áîðèñà è ïîñòàâèòü âñåãî ëèøü ÷óòü-÷óòü áîëüøå.

Òåïåðü ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ïðàâèëà èçìåíèëèñü. Òîâàð ïîëó÷àåò òîò, êòî ñäåëàë
ñàìóþ áîëüøóþ ñòàâêó, íî ïî öåíå âòîðîé ïî âåëè÷èíå ñòàâêè. Ýòî íàçûâàåòñÿ àóêöèîí
âòîðîé öåíû. Àííà è Áîðèñ ÷åñòíî ïèøóò �500� è �300�. Àííà ïîëó÷àåò òîâàð çà 300.

Åñëè çàäóìàòüñÿ, òî òðàäèöèîííûé îòêðûòûé àóêöèîí ñ ïîâûøàþùèìèñÿ ñòàâ-
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êàìè � ýòî òîæå àóêöèîí âòîðîé öåíû. Òîâàð óõîäèò ê ïîáåäèòåëþ, êàê òîëüêî åãî
ñòàâêà ñòàíîâèòñÿ ÷óòü âûøå, ÷åì ïðåäåëüíàÿ ñòàâêà âòîðîãî ïðåòåíäåíòà.

×óäî àóêöèîíà âòîðîé öåíû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òåïåðü äåëàòü ïðàâäèâûå ñòàâ-
êè ñòàëî âûãîäíî è áåçïàñíî. Àííà ìîæåò ñïîêîéíî ïèñàòü 500 è íå âîëíîâàòüñÿ, ïî-
òîìó ÷òî áîëüøå 300 ñ íåå íå âîçüìóò. À 300 è Áîðèñ ãîòîâ çàïëàòèòü, ïîýòîìó ìåíüøå
300 íèêàê íå ïîëó÷èòñÿ.

Ñîçäàòü ïðàâèëà, ïðè êîòîðûõ âûãîäíî äåëàòü ïðàâäèâûå ñòàâêè � ýòî îäèí èç îñ-
íîâíûõ ïðèíöèïîâ òåîðèè äèçàÿéà ìåõàíèçìîâ, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòèìîñòü
ïî ñòèìóëàì. Àóêöèîí âòîðîé öåíû � êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ýòîãî ïðèíöèïà. Ìàòåìà-
òè÷åñêèé àíàëèç àóêöèîíà âòîðîé öåíû è äîêàçàòåëüñòâî ñîâìåñòèìîñòè ïî ñòèìóëàì
âïåðâûå ïðåäëîæèë Óèëüÿì Âèêðè (William Vickrey). Åãî ñòàòüÿ, êîòîðàÿ çàëîæèëà
òåîðèþ àóêöèîíîâ, âûøëà â 1961 ãîäó [26]. Â 1996 ãîäó çà ýòè èññëåäîâàíèÿ Âèêðè
ïîëó÷èë Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ ïî ýêîíîìèêå.

Èìåííî àóêöèîíàìè âòîðîé öåíû, â ðàçíûõ âàðèàíòàõ, ïîëüçóþòñÿ âñå ïîèñêîâûå
ñèñòåìû. Ïî ñëîâàì Ñåðãåÿ Èçìàëêîâà, ýòî áûëà �÷åòâåðòàÿ ðåâîëþöèÿ� â îíëàéí ðå-
êëàìå.1 Íèæå â Òàáëèöå 9.1 ìû âûïèñàëè âñå ÷åòûðå êëþ÷åâûå èäåè, êîòîðûå ïðèâåëè
ê ñîâðåìåííîé îíëàéí ðåêëàìå, êàêîé ìû åå âèäèì êàæäûé äåíü.

1. Êîíòåêñòíàÿ ðåêëàìà ïî êëþ÷åâîé ôðàçå ïîèñêîâîãî çàïðîñà
2. Îïëàòà çà êëèê

3. Ñòîèìîñòü çà êëèê îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç àóêöèîí
4. Àóêöèîí âòîðîé öåíû

Òàáëèöà 9.1: ×åòûðå êëþ÷åâûå èäåè ñîâðåìåííîé ðåêëàìû â ïîèñêîâûõ ñèñòåìàõ.

9.5 Ðåçóëüòàò Âèêðè

Ãëàâíûé âêëàä Âèêðè � ýòî ôîðìàëüíûé àíàëèç àóêöèîíîâ è äîêàçàòåëüñòâî òîãî,
÷òî ðàçëè÷íûå ôîðìàòû àóêöèîíîâ ïðèíîñÿò îäèíàêîâûé äîõîä ïðîäàâöó. Îäèí èç
óäèâèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîãî àíàëèçà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî àóêöèîí âòîðîé öå-
íû óäîâëåòâîðÿåò ñîâìåñòèìîñòè ïî ñòèìóëàì, òî åñòü êàæäîìó ó÷àñòíèêó âûãîäíî
äåëàòü ïðàâäèâûå ñòàâêè. Ïîíÿòü ýòî ñîâñåì íå ñëîæíî, ïî÷òè ýëåìåíòàðíî.

Âåðíåìñÿ ñíîâà ê ïðèìåðó, êîãäà Àííà, Áîðèñ, è åùå íåñêîëüêî ó÷àñòíèêîâ ó÷àñò-
âóþò â àóêöèîíå âòîðîé öåíû. Êàæäûé ïèøåò ñâîþ ñòàâêó è êëàäåò â êîíâåðò. Äîïó-
ñòèì, äëÿ Àííû öåííîñòü òîâàðà 500, è ñòàâîê äîóãèõ ó÷àñòíèêîâ îíà íå çíàåò.

×òî áóäåò, åñëè Àííà ïîñòàâèò 600? Íà Ðèñóíêå 9.2 ìû èçîáðàçèëè òðè âîçìîæíûõ
ñöåíàðèÿ. Ñòàâêè ó÷àñòíèêîâ îáîçíà÷åíû æèðíûìè òî÷êàìè. Â ñèíåé ðàìêå âòîðàÿ ïî
âåëè÷èíå ñòàâêà, ýòî îêîí÷àòåëüíàÿ ñòîèìîñòü òîâàðà â àóêöèîíå âòîðîé öåíû. Åñëè
âñå îñòàëüíûå ó÷àñòíèêè ïîñòàâèëè ìåíüøå 500, êàê íà Ðèñóíêå 9.2 ñâåðõó, òî íè÷åãî

1Ïîìèìî ïîèñêîâûõ ñèñòåì, àóêöèîíàìè âòîðîé öåíû ïîëüçóåòñÿ êîðïîðàöèÿ ýëåêòðîííîé òîð-

ãîâëè eBay.
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Ðèñ. 9.2: Òðè ñöåíàðèÿ, êîãäà Àííà âìåñòî ïðàâäèâîé ñòàâêè 500 äåëàåò áîëåå âû-
ñîêóþ ñòàâêó 600. Ñâåðõó: Îñòàëüíûå ó÷àñòíèêè ïîñòàâèëè ìåíüøå 500; íè÷åãî íå
èçìåíèëîñü. Â ñåðåäèíå: Êòî-òî èç ó÷àñòíèêîâ ïîñòàâèë áîëüøå 600; äëÿ Àííû íè-
÷åãî íå èçìåíèëîñü. Ñíèçó: Îäèí èç ó÷àñòíèêîâ ïîñòàâèë 550; Àííà ïëàòèò áîëüøå
ñâîåé ìàêñèìàëüíîé öåíû.

íå èçìåíèëîñü, Àííà ïî-ïðåæíåìó ïîëó÷àåò òîâàð çà 300. Ïîâûøàòü ñòàâêó ñìûñëà íå
áûëî. Åñëè êòî-òî ïîñòàâèë áîëüøå 600, êàê íà Ðèñóíêå 9.2 â ñåðåäèíå, òî Àííà òîâàð
íå ïîëó÷àåò â ëþáîì ñëó÷àå. Ïîáåäèòåëü ïëàòèò áîëüøå, íî äëÿ ñàìîé Àííû íè÷åãî
íå èçìåíèëîñü. Îïÿòü æå, ïîâûøàòü ñòàâêó ñìûñëà íå áûëî (ðàçâå ÷òî èç âðåäíîñòè,
íî ìîäåëü ýòîãî íå ó÷èòûâàåò). Òåïåðü ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî êòî-òî ïîñòàâèë 550,
êàê íà Ðèñóíêå 9.2 ñíèçó. Òîãäà Àííà ïîëó÷àåò òîâàð çà 550, à ýòî äëÿ íåå ñëèøêîì
äîðîãî. Â êîíòåêñòå îíëàéí ðåêëàìû îíà ìîæåò äàæå ïîòåðÿòü íà ðåêëàìå, âìåñòî
òîãî, ÷òîáû çàðàáîòàòü. Âûâîä: ñòàâèòü âûøå 500 íåâûãîäíî.

Íî, ìîæåò, âûãîäíî ñäåëàòü áîëåå íèçêóþ ñòàâêó? Îêàçûâàåòñÿ, íåò! Äîïóñòèì,
Àííà ðåøèëà ïîïðîáîâàòü ïîñòàâèòü ïîìåíüøå, ñêàæåì, 400. Íà Ðèñóíêå 9.3 òå æå òðè
ñöåíàðèÿ. Åñëè âñå îñòàëüíûå ó÷àñòíèêè ïîñòàâèëè ìåíüøå 400, êàê íà Ðèñóíêå 9.3
ñâåðõó, òî íè÷åãî íå èçìåíèëîñü, Àííà ïî-ïðåæíåìó ïîëó÷àåò òîâàð çà 300. Åñëè êòî-
òî ïîñòàâèë áîëüøå 500, êàê íà Ðèñóíêå 9.3 â ñåðåäèíå, òî Àííà òîâàð íå ïîëó÷àåò â
ëþáîì ñëó÷àå. Íî åñëè êòî-òî ïîñòàâèë 450, êàê íà Ðèñóíêå 9.3 ñíèçó, òî Àííà òîâàð
îïÿòü æå íå ïîëó÷àåò, õîòÿ öåíà åå óñòðàèâàëà, è îíà áûëà ãîòîâà ïëàòèòü áîëüøå,
÷åì ïîáåäèòåëü. Âîçìîæíîñòü õîðîøåé îíëàéí ðåêëàìû óïóùåíà. Ñòàâèòü íèæå 500
òîæå íåâûãîäíî!

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè àóêöèîíå âòîðîé öåíû, íè îäíîìó èç ó÷àñòíèêîâ íåò íèêàêîãî
ñìûñëà äåëàòü ñòàâêó, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò èõ ÷åñòíîé îöåíêè òîâàðà.

Â Ïðèëîæåíèè 10.7.1 äëÿ ïîäãîòîâëåííîãî ÷èòàòåëÿ ìû ïðèâîäèì áîëåå ôîð-
ìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ñîâìåñòèìîñòè ïî ñòèìóëàì â àóêöèîíå âòîðîé öåíû.
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Ðèñ. 9.3: Òðè ñöåíàðèÿ, êîãäà Àííà âìåñòî ïðàâäèâîé ñòàâêè 500 äåëàåò áîëåå íèçêóþ
ñòàâêó 400. Ñâåðõó: Îñòàëüíûå ó÷àñòíèêè ïîñòàâèëè ìåíüøå 400; íè÷åãî íå èçìåíè-
ëîñü. Â ñåðåäèíå: Êòî-òî èç ó÷àñòíèêîâ ïîñòàâèë áîëüøå 500; äëÿ Àííû íè÷åãî íå
èçìåíèëîñü. Ñíèçó: Îäèí èç ó÷àñòíèêîâ ïîñòàâèë 450; Àííà íå ïîëó÷àåò òîâàð, õîòÿ
öåíà åå óñòðàèâàëà.

Ýòî î÷åíü ïðîñòîé è ãëóáîêèé ìàòåìàòè÷åñêèé ðåçóëüòàò, â êîòîðîì ñõîäÿòñÿ ñðàçó
äâå ôóíäàìåíòàëüíûå êîíöåïöèè. Îäíó èç íèõ ìû óæå îáñóäèëè, ýòî ñîâìåñòèìîñòü
ïî ñòèìóëàì, êîãäà ÷åñòíûå ñòàâêè ñàìûå âûãîäíûå. Âòîðàÿ êîíöåïöèÿ � ýòî òàê
íàçûâàåìîå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó. Ðå÷ü èäåò î òîì ñàìîì Äæîíå Íýøå (John Nash) èç
ôèëüìà �Èãðû ðàçóìà�.

Ðàâíîâåñèå ïî Íýøó � ýòî òàêàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà íè îäíîìó èç ó÷àñòíèêîâ íå âû-
ãîäíî â îäèíî÷êó îòêëîíÿòüñÿ îò âûáðàííîé ñòðàòåãèè. Ýòà êîíöåïöèÿ ëåæèò â îñíîâå
òåîðèè èãð, çà ðàçðàáîòêó êîòîðîé Äæîí Íýø ïîë÷èë Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ ïî ýêî-
íîìèêå 1994-ãî ãîäà. �Èãðîé� ìîæíî íàçâàòü ëþáóþ ñèòóàöèþ, êîãäà èñõîä çàâèñèò
îò äåéñòâèé âñåõ ó÷àñòíèêîâ, è ó êàæäîãî ó÷àñòíèêà ñâîè èíòåðåñû. Î÷åâèäíî, ÷òî
àóêöèîí � ýòî òîæå èãðà. Ó÷àñòíèêè âûáèðàþò ñòàâêè ñ öåëüþ ïîëó÷èòü òîâàð ïî
ñàìîé âûãîäíîé öåíå.

Äëÿ ÷èòàòåëåé ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêîé, êîòîðûõ çàèíòåðåñîâàëà òåîðèÿ
àóêöèîíîâ è òðè Íîáåëåâñêèå ïðåìèè, ðåêîììåíäóåì âèäåîëåêöèþ Àëåêñåÿ Ñàââàòåå-
âà [7], ãäå îí ïîäðîáíî è î÷åíü äîõîä÷èâî îáúÿñíÿåò ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòîðîíó âîïðîñà.

9.6 Êàê ðàñïðåäåëèòü íåñêîëüêî ðåêëàìíûõ ìåñò

Àóêöèîí Âèêðè ñèëüíî óïðîùàåò ðåàëüíîñòü. Ïîèñîâûå ñèñòåìû ðàçûãðûâàþò íå îä-
íî, à íåñêîëüêî ðåêëàìíûõ ìåñò ðàçíîé öåííîñòè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî
êëèêîâ î÷åíü ñèëüíî çàâèñèò îò ïîçèöèè ðåêëàìû íà ñòðàíèöå. Íàïðèìåð, ïî ñòà-
òèñòèêå Ãóãëà, íà ìîáèëüíîì òåëåôîíå ïî÷òè 28% ïîëüçîâàòåëåé êëèêàåò íà ñàìóþ
âåðõíþþ ðåêëàìó, à íà âòîðóþ ñâåðõó � ÷óòü áîëüøå 9%. ×åì áîëüøå âåðîÿòíîñòü
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êëèêîâ, òåì äîðîæå ìåñòî.
Òðè âåðõíèå ñòðî÷êè � ñàìûå öåííûå. ×àñòî íèæíèå ïîçèöèè íà ïåðâîé ñòðàíè-

öå òîæå çàíÿòû ðåêëàìîé, ýòî ñëåäóþùèå ïî öåííîñòè ìåñòà. Ñëåäóþùèé ÿðóñ � íà
ýêðàíå ñïðàâà. À â îñîáûõ ñëó÷àÿõ ðåêëàìà ïîïàäàåòñÿ è íà âòîðîé ñòðàíèöå � �íà
ïðîáó� äëÿ òåõ, êòî èùåò íåñòàíäàðòíûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðèÿ Âèêðè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ òîâàðîâ. Ýòî õîðîøî èçó-
÷åííàÿ ìîäåëü àóêöèîíà, òàê íàçûâàåìûé ìåõàíèçì Âèêðè-Êëàðêà-Ãðîâñà (Vickrey
� Clarke � Groves), êîòîðûé ÷àñòî íàçûâàþò VCG, ïî ïåðâûì áóêâàì â èìåíàõ åãî
ñîçäàòåëåé. Ñõåìà âû÷èñëåíèÿ öåí è ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòà VCG äîâîëüíî ñëîæíû
è âûõîäÿò çà ïðåäåëû íàøåé êíèãè. Ìû íàçîâåì òîëüêî äâå îñíîâíûõ îñîáåííîñòè.

Âî-ïåðâûõ, â àóêöèîíå VCG ñîõðàíÿåòñÿ ñâîéñòâî ñîâìåñòèìîñòè ïî ñòèìóëàì:
âûãîäíåå âñåãî äåëàòü ÷åñòíûå ñòàâêè. Âî-âòîðûõ, ãëàâíàÿ èäåÿ ýòîãî ìåõàíèçìà òà
æå, ÷òî è ó àóêöèîíà âòîðîé öåíû. Âîçüìåì ñíîâà íàø ïðîñòîé ïðèìåð. Ó íàñ îäèí
òîâàð, Àííà ñòàâèò 500, Áîðèñ 300, à îñòàëüíûå åùå ìåíüøå. Â àóêöèîíå âòîðîé öåíû
Àííà ïîëó÷àåò òîâàð, íî ïëàòèò 300, òî åñòü ìàêñèìàëüíóþ ñòàâêó äðóãèõ ó÷àñòíè-
êîâ. Ïðèìåðíî òî æå ñàìîå ïðîèñõîäèò â VCG ïðè ðîçûãðûøå íåñêîëüêèõ òîâàðîâ.
Òîâàðû óõîäÿò ê òåì, êòî ñäåëàë íà íèõ ìàêñèìàëüíûå ñòàâêè, à öåíû îïðåäåëÿþòñÿ
íå ñòàâêîé ïîáåäèòåëÿ, à ñòàâêàìè äðóãèõ ó÷àñòíèêîâ.

Ïîèñêîâûå ñèñòåìû òàêæå èñïîëüçóþò îáîùåííûé àóêöèîí âòîðîé öåíû, èçîáðåòå-
íèå Ãóãëà. Ñèñòìà ïðîñòàÿ: êàæäûé ïëàòèò íå ñâîþ öåíó, à ñëåäóþùóþ ïî âåëè÷èíå.
Íàïðèìåð, ðåêëàìîäàòåëè À, Á, Â è Ã ïîñòàâèëè çà êëèê 10, 7, 3 è 1, êàê â Òàáëè-
öå 9.2. Ðàçûãðûâàþòñÿ òðè ìåñòà. Òîãäà À ïîëó÷àåò ïåðâîå ìåñòî çà 7, Á ïîëó÷àåò

Ðåêëàìîäàòåëü À Á Â Ã
Ñòàâêà çà êëèê 10 7 3 1
Ìåñòî 1 2 3 �
Öåíà 7 3 1 �

Òàáëèöà 9.2: ×åòûðå ðåêëàìîäàòåëÿ è èõ ñòàâêè çà êëèê. Ðàçûãðûâàåòñÿ òðè ðåêëàì-
íûõ ìåñòà. Ïðè îáîùåííîì àóêöèîíå âòîðîé öåíû, ïåðâîå ìåñòî ïîëó÷èò À ïî öåíå 7
(êðàñíûé öâåò), âòîðîå � Á ïî öåíå 3 (ñèíèé öâåò), è òðåòüå � Â ïî öåíå 1 (çåëåíûé
öâåò). Ðåêëàìîäàòåëü Ã íå ïîëó÷èò ðåêëàìíîãî ìåñòà.

âòîðîå ìåñòî ïî öåíå 3, Â � òðåòüå ìåñòî ïî öåíå 1, à Ã ðåêëàìíîãî ìåñòà íå ïîëó÷à-
åò. Â Òàáëèöå 9.2 ïåðâîå ìåñòî è ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåíà îáîçíà÷åíû êðàñíûì öâåòîì,
âòîðîå � ñèíèì, à òðåòüå � çåëåíûì.

Ãóãë ïðèøåë ê ýòîé ñèñòåìå, èñõîäÿ èç èäåèè âòîðîé öåíû è ìíîãî÷èñëåííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ. Èñ÷åðïûâàþùåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà òàêîãî àóêöèîíà ïîêà íåò, íî
êîå-êàêèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èçâåñòíû. Íàïðèìåð, äåëàòü ÷åñòíûå ñòàâêè âûãîäíî
íå âñåãäà, ïðîñòî ïîòîìó ÷òî áîëåå íèçêèå ðåêëàìíûå ïîçèöèè ìîãóò îêàçàòüñÿ áîëåå
âûãîäíûìè. Ýòî îäíà èç ïðè÷èí, ïî êîòîðîé ßíäåêñ ñ àâãóñòà 2015 ãîäà ïåðåøåë íà
àóêöèîíû òèïà VCG, ãäå ÷åñòíûå ñòàâêè âåäóò ê îïòèìàëüíîé ïîçèèè ïî îïòèìàëüíîé
öåíå äëÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ.
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Äëÿ çàèíòåðåñîâàííîãî ÷èòàòåëÿ íèæå â ñåðîé ðàìêå ìû ïðèâîäèì ïðèìåð, êîãäà
â îáîùåííîì àóêöèîíå âòîðîé öåíû îäíîìó èç ó÷àñòèêîâ âûãîäíî çàíèçèòü ñòàâêó.
Ýòîò ïðèìåð íå òðåáóåò íèêàêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè, íî åñëè âû íå õîòèòå
âíèêàòü â äåòàëè, òî åãî ìîæíî ïðîïóñòèòü.

Îáîùåííûé àóêöèîí âòîðîé öåíû, â êîòîðîì íåâûãîäíî äåëàòü ÷åñò-
íóþ ñòàâêó.

Ðàññìîòðèì ñíîâà ïðèìåð â Òàáëèöå 9.2. Êàæäûé êëèê äëÿ À ïðåäñòàâëÿåò
öåííîñòü 10. Äîïóñòèì, âåðîÿòíîñòè êëèêà íà ïåðâîé è âòîðîé ïîçèöèè ïðèìåðíî
êàê íà äåñêòîïå: îêîëî 20% íà ïåðâîé ïîçèöèè, è îêîëî 11% íà âòîðîé ïîçèöèè.
Â ýòîì ñëó÷àå öåííîñòü ïåðâîé ïîçèöèè äëÿ À â ñðåäíåì 20% îò 10, òî åñòü 2, à
öåííîñòü âòîðîé ïîçèöèè â ñðåäíåì 11% îò 10, òî åñòü 1.1.
Ïðè ïðàâäèâîé ñòàâêå À ïîëó÷àåò ïåðâóþ ïîçèöèþ ïî öåíå 7. Âñïîìíèì, ÷òî
À ïëàòèò òîëüêî â ñëó÷àå êëèêà. Ýòî, â ñðåäíåì, 20% ñëó÷àåâ. Çíà÷èò, ñðåäíÿÿ
ïðèáûëü À ðàâíà

[20% îò 10]− [20% îò 7] = 2− 1.4 = 0.6.

Íî åñëè áû À ïîñòàâèë 6, òî îí áû ïîëó÷èë âòîðóþ ïîçèöóþ çà öåíó 3, òî åñòü
ïðèáûëü áûëà áû

[11% îò 10]− [11% îò 3] = 1.1− 0.33 = 0.77.

Ýòî áîëüøå, ÷åì 0.6. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ À âûãîäíåå ñäåëàòü çàíèæåííóþ ñòàâ-
êó 6, à íå ïðàâäèâóþ ñòàâêó 10.
Ïîäãîòîâëåííîìó ÷èòàòåëþ ìû ðåêîììåíäóåì êíèãó Éîíà Êëàéíáåðãà (Jon
Kleinberg) è Äýâèäà Èçëè (David Easley) [14]. Â ÷àñòíîñòè, â Ãëàâå 15 ïîäðîá-
íî ðàçîáðàíû ñâîéñòà îáîùåííîãî àóêöèîíà âòîðîé öåíû. Êíèãà íàïèñàíà äëÿ
øèðîêîé òåõíè÷åñêîé ïóáëèêè, è åñòü â Èíòåðíåòå â îòêðûòîì äîñòóïå.

Íà ñàìîì äåëå, êàðòèíà â áèçíåñå ïîèñêîâèêîâ åùå ñëîæíåå. Ïðè îïëàòå çà êëèê,
íåò ñìûñëà îòäàâàòü êîçûðíûå ðåêëàìíûå ìåñòà ïîä ïëîõèå îáúÿâëåíèÿ, äàæå ïî
ñàìûì âûñîêèì öåíàì. Êà÷åñòâåííûå ðåêëàìîäàòåëè ïðèíîñÿò áîëüøå êëèêîâ. Äî-
ïóñòèì, ðåêëàìîäàòåëü A çàïëàòèò 7, à Á âñåãî 3, íî îáúÿâëåíèå Á ãåíåðèðóåò â 4
ðàçà áîëüøå êëèêîâ. Îáúÿâëåíèå À ïîëó÷èò îäèí êëèê è ïðèíåñåò 7, à Á íà òîì æå
ñàìîì ìåñòå ïîëó÷èò 4 êëèêà è ïðèíåñåò 12. Ïîýòîìó ïðè ðîçûãðûøå ðåêëàìíûõ ìåñò
ñòàâêà Á ñ÷èòàåòñÿ âûøå, ÷åì ñòàâêà À.

Ñàìûì ïðîñòûì âàðèàíòîì òàêîãî àóêöèîíà ïîëüçîâàëñÿ Yahoo â íà÷àëå 2000-õ
ãîäîâ. Êà÷åñòâî âåáñàéòà îíè îöåíèâàëè êàê âåðîÿòíîñòü êëèêà. Òîãäà ñòàâêà ðåêëà-
ìîäàòåëÿ îïðåäåëÿëàñü êàê ñðåäíèé äîõîä, êîòîðûé îí ïðåäëàãàåò:

[ñòàâêà â àóêöèîíå Yahoo] = [äåíåæíàÿ ñòàâêà ðåêëàìîäàòåëÿ]× [âåðîÿòíîñòü êëèêà].

Êàê èìåííî îïðåäåëÿåòñÿ êà÷åñòâî â ñîâðåìåííûõ ñèñòåìàõ è êàê îíî âëèÿåò íà ïîä-
ñ÷åò ñòàâîê � ñòðîãàÿ êîììåð÷åñêàÿ òàéíà. Ýòî çàâèñèò îò êà÷åñòâà âåáñàéòà, îòçûâîâ

99



Ãëàâà 9. Ìèëëèîí àóêöèîíîâ â ìèíóòó

ïîêóïàòåëåé, èíòåðåñîâ äàííîãî ïîëüçîâàòåëÿ, è ìíîãîãî äðóãîãî.
Äëÿ ïîèñêîâîé ñèñòåìû, â êîíå÷íîì èòîãå, êà÷åñòâî � ýòî ïîòåíöèàëüíîå ÷èñëî

êëèêîâ, êîòîðîå ïðèíåñåò îáúÿâëåíèå. Íî êðàéíå âàæíî è òî, ÷òî ïîëüçîâàòåëÿì íðà-
âèòñÿ âèäåòü êà÷åñòâåííûå îáúÿâëåíèÿ. Ýòî ïîääåðæèâàåò ðåïóòàöèþ ïîèñêîâèêà. À
ïðè íûíåøíåé êîíêóðåíöèè ðåïóòàöèÿ áåñöåííà!

9.7 Ïî òó è äðóãóþ ñòîðîíó îí-ëàéí ðåêëàìû

Ïî ñëîâàì Ñåðãåÿ Èçìàëêîâà, àóêöèîíû âòîðîé öåíû â ðåàëüíîé æèçíè âñòðå÷àþòñÿ
ðåäêî. Î÷åíü òðóäíî íå äðîãíóòü è îòäàòü òîâàð çà 300, êîãäà çíàåøü, ÷òî ìîæíî
áûëî âçÿòü 500! Ñåðüåçíàÿ ëîãè÷åñêàÿ îøèáêà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âçÿòü 500 íå
ïîëó÷èëîñü áû â ëþáîì ñëó÷àå. Åñëè ÷åëîâåê çíàåò, ÷òî ñ íåãî âîçüìóò ïî ìàêñèìîìó,
òî îí ïðîñòî íå íàçîâåò ñâîþ ïðàâäèâóþ öåíó. Ëþäè ïðèñïîñàáëèâàþòñÿ ê ïðàâèëàì.
Íà ýòîì ôóíäàìåíòàëüíîì íàáëþäåíèè îñíîâàíà âñÿ òåîðèÿ äèçàéíà ìåõàíèçìîâ!

Â ñâîå âðåìÿ ïîèñêîâûå ñèñòåìû îùóòèëè ýòè çàêîíîìåðíîñòè íà ñîáñòâåííîì
îïûòå. Ïîíà÷àëó èñïîëüçîâàëèñü àóêöèîíû ïåðâîé öåíû. Ñ ïîáåäèòåëÿ áðàëè ïðåäëî-
æåííóþ èì æå ñòàâêó. È ýòî íåìåäëåííî ïðèâåëî ê óæàñàþùåé íåñòàáèëüíîñòè. Àóê-
öèîíîâ ðàçûãðûâàåòñÿ î÷åíü ìíîãî, ïîýòîìó ðåêëàìîäàòåëè, ìåòîäîì ïðîá è îøèáîê,
ìåíÿëè ñòàâêè ïî ìíîãó ðàç â äåíü, ÷òîáû ïîëó÷èòü ëó÷øèé ðåçóëüòàò ïî ìèíèìàëü-
íîé öåíå. Èç-çà ñìåíû ñòàâîê âîçíèê æóòêèé òðàôôèê, êîòîðûé çàõâàòèë ðåñóðñû,
íåîáõîäèìûå, ñîáñòâåííî, äëÿ ïîèñêà! È íèêàêîé îñîáîé âûãîäû âñå ýòî íå ïðèíåñëî.

Òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò ÿñíî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè àóêöèîíå ïåðâîé öåíû çà-
ðàáîòàòü áîëüøå íå ïîëó÷èòñÿ. Ìíîãèå êîìïàíèè ñíîâà è ñíîâà ïîïàäàþò â ýòó ëî-
âóøêó. Íî ïîèñêîâûå ñèñòåìû ïðè ñåãîäíÿøíåì ìàñøòàáå îíëàéí ðåêëàìû íå ìîãóò
ñåáå ýòîãî ïîçâîëèòü. Îíè ñòðåìÿòñÿ ê ñõåìàì, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ñòàáèëüíîñòü,
ïîîùðÿþò ÷åñòíûå ñòàâêè è ïîääåðæèâàþò äîâåðèå.

Îíëàéí ðåêëàìà ïîñòîÿííî óëó÷øàåòñÿ, è âîïðîñîâ îñòàåòñÿ ìíîãî. Ó ðåêëàìû è
ïîèñêà ðàçíûå öåëè. Ðåêëàìà ïðèíîñèò äîõîä, íî ìîæåò ðàçäðàæàòü. Êàê îöåíèòü ýòè
óáûòêè îò ðåêëàìû? Êàê ïðåäñêàçàòü êà÷åñòâî ðåêëàìû? Èìååò ëè ñìûñë ó÷èòûâàòü
÷àñòíóþ èíôîðìàöèþ äëÿ áîëåå öåëåâîé ðåêëàìû, ñ ðèñêîì èñïóãàòü ïîëüçîâàòåëÿ,
÷òî ïðî íåãî òàê ìíîãî èçâåñòíî? Âñå ýòî ýêîíîìè÷åñêèå çàäà÷è, êîòîðûå íåâîçìîæíî
ðåøèòü áåç ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîòîìó ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ìàññîâûìè, ñëîæ-
íûìè è î÷åíü âçàèìîñâÿçàííûìè ïðîöåññàìè.

Ó ðåêëàìîäàòåëåé âîïðîñîâ íå ìåíüøå. Ñðåäíèé âåá-ìàãàçèí ïðåäëàãàåò îêîëî
äåñÿòè òûñÿ÷ òîâàðîâ. Íà êàêèå êëþ÷åâûå ôðàçû ñòàâèòü, è ñêîëüêî? Êàê ïðåäñêà-
çàòü ðåàëüíûå äîõîäû îò êëèêîâ? Êàê îöåíèòü êà÷åñòâî ñîáñòâåííîãî îáúÿâëåíèÿ è
îáúÿâëåíèÿ êîíêóðåíòà? Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ìèðå âîçíèêëè òûñÿ÷è ìàðêåòèíãîâûõ
êîìïàíèé, êîòîðûå ñïåöèàëèçèðóòñÿ íà îíëàéí ðåêëàìå.

Áîëüøàÿ ÷àñòü îíëàéí ìàðêåòèíãà ïîêà îñíîâûâàåòñÿ íà îïûòå è çäðàâîì ñìûñëå.
Íàïðèìåð, åñëè ó âàñ ìàëåíüêèé ìàãàçèí ñïîðòèâíîé îáóâè, òî áåñïîëåçíî ñòàâèòü
íà ñëîâî �Íàéê�, ëó÷øå ïîñòàâèòü íà �ñèíèå æåíñêèå êðîññîâêè Íàéê�. Íî íåêîòî-
ðûå êîìïàíèè óæå ðàçðàáàòûâàþò è èñïîëüçóþò êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû, ÷òîáû
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ïîäñ÷èòûâàòü îïòèìàëüíûå ñòàâêè àâòîìàòè÷åñêè. Íàïðèìåð, èñõîäÿ èç ïðåäûäóùèõ
ñòàâîê è ïðîäàæ. Ïðè ðàñòóùåì ðàçìàõå ýëåêòðîííîé òîðãîâëè, ó íàñ åñòü âñå îñíîâà-
íèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî áóäóùåå èìåííî çà àâòîìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè è ìàòåìàòè÷åñêèìè
ìîäåëÿìè. Ïî òó è äðóãóþ ñòîðîíó îíëàéí ðåêëàìû, ðàáîòû äëÿ ìàòåìàòèêîâ õâàòèò
íàäîëãî.
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Çàêëþ÷åíèå: ÷.ò.ä.

Â Åâðîïå êîìïàíèè ÷àñòî îáðàùàþòñÿ ê ìàòåìàòèêàì ïî ñàìûì ðàçíâì âîïðîñàì:
îïòèìèçàöèÿ, ïëàíèðîâàíèå, ïðîãíîç, àíàëèç äàííûõ. Î÷åíü ïðèÿòíî âèäåòü ñâîè ðå-
çóëüòàòû âíåäðåííûìè íà ïðàêòèêå. È âñå-òàêè äëÿ íàñ, ìàòåìàòèêîâ, ãëàâíàÿ ìî-
òèâàöèÿ íå â ýòîì. Ìû ëþáèì òåîðèþ. Ìû ëþáèì íàéòè íîâóþ èíòåðåñíóþ òåîðåìó,
äîëãî è ìó÷èòåëüíî ê íåé ïîäñòóïàòüñÿ è îòñòóïàòü, ïîêà âäðóã íå âîçíèêíåò ïîëíàÿ
ÿñíîñòü. Íåâîçìíîæíî ïåðåäàòü âñþ ðàäîñòü è óäîâëåòâîðåíèå îò áåçóïðå÷íîé òî÷-
íîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ âûêëàäîê è îò êîðîòêîé çàïèñè: �÷.ò.ä.� � ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü. Èìåííî ðàäè ýòîãî îùóùåíèÿ ìû è ðàáîòàåì, áîëüøå, ÷åì ðàäè ÷åãî-ëèáî
äðóãîãî. Êàê ñêàçàë îäèí íàø ìîëîäîé êîëëåãà: �Ìû âñå ïîäñàæåíû íà Ýâðèêó�.

Ïðîòèâîðå÷èò ëè ýòî ðàáîòå íàä ïðèëîæåíèÿìè? Êîíå÷íî, íåò! Íàîáîðîò, â íàøåé
êíèãå ìû âèäåëè ìíîãî ïðèìåðîâ, êîãäà ïðèëîæåíèÿ ñòàëè èñòî÷íèêîì íîâûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ òåîðèé. Íàïðèìåð, â Ãëàâå 3 ìû ðàññêàçàëè î ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè
è åãî ïðèìåíåíèÿõ äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé. Îñíîâàòåëü ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ, çàìå÷àòåëüíûé ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê Ë. Â. Êàíòîðîâè÷, çàèíòåðåñîâàëñÿ ýòèìè
çàäà÷àìè èìåííî áëàãîäàðÿ èõ öåííîñòè äëÿ ïðàêòèêè. Äðóãîé ïðèìåð � òåîðèÿ ìàñ-
ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, êîòîðàÿ âîçíèêëà èç ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è àíàëèçà òåëåôîííîé
ñòàíöèè, è íàøëà ïðèìåíåíèÿ âî ìíîãèõ ñèñòåìàõ, ãäå åñòü çàÿâêè, î÷åðåäè è îáñëó-
æèâàþùèé ïðèáîð. Áóäü òî ñóïåðìàðêåò, ïîëèêëèíèêà, êîëë-öåíòð, èëè âåá-ñåðâåð,
êîòîðûé ïîñûëàåò âàì íóæíóþ âåá-ñòðàíè÷êó ÷åðåç Èíòåðíåò. Ïðî çàäà÷ó áàëàíñè-
ðîâêè íàðóçêè íà âåá-ñåðâåðå ìû ðàññêàçàëè â Ãëàâå 6.

Êîíå÷íî, äàëåêî íå âñÿ íàóêà îñíîâàíà íà ïðèëîæåíèÿõ. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ íàóêà
çà÷àñòóþ äâèæèìà èñêëþ÷èòåëüíî ëþáîïûñòâîì ó÷åíûõ. Ñîãëàñíî èñòî÷íèêàì [25],
òàêèì ó÷åíûì áûë Íèëüñ Áîð. Îäíîãî ýòîãî èìåíè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîíÿòü, êàê
âàæíî äîâåðÿòü ó÷åíûì â âûáîðå ñîáñòâåííûõ èíòåðåñîâ. Â Ãëàâå 7 ìû ðàññêàçàëè î
òîì, êàê ëþáèìàÿ èãðà óìà ìàòåìàòèêîâ � òåîðèÿ ÷èñåë � ñåãîäíÿ ñîâåðøåííî íåîáõî-
äèìà äëÿ çàøèôðîâêè êîíôèäåíöèàëüíûõ äàííûõ, êîòîðûå ìû ïåðåäàåì ïî êàíàëàì
Èíòåðíåòà êàæäûé äåíü.

Ìàòåìàòèêà ïîëíà íåðåøåííûõ ÷èñòî òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷. Íàïðèìåð, â êîìáèíà-
òîðèêå åñòü çàäà÷à î òàê íàçûâàåìîì õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå. Äîïóñòèì, íàì íóæíî
ðàññêðàñèòü ïëîñêîñòü òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå òî÷êè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà ðàññòî-
ÿíèè ðîâíî 1 ìåòð äðóã îò äðóãà, áûëè ðàçíîãî öâåòà. Âîïðîñ: êàêîå ìèíèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî êðàñîê íàì ïîíàäîáèòñÿ? Òî÷íûé îòâåò íåèçâåñòåí. Ìû çíàåì òîëüêî, ÷òî
ýòî ÷èñëî ìåæäó 4 è 7. Åñëè íàì íóæíî ðàñêðàñèòü òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ìè-
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íèìàëüíîå ÷èñëî êðàñîê ëåæèò ìåæäó 6 è 15, à äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà �
ìåæäó 9 è 54. Â ïðèíöèïå, íåïîíÿòíî, çà÷åì êðàñèòü ïðîñòðàíñòâî, òåì áîëåå ÷åòû-
ðåõìåðíîå! Íî çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñëàõ ïðèâåëè ê ìîùíîìó ðàçâèòèþ êîìáè-
íàòîðèêè, â òîì ÷èñëå è ïðèêëàäíîé. Õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà èñïîëüçóþòñÿ, íàïðèìåð,
äëÿ ðàññòàíîâêè âûøåê ìîáèëüíîé ñâÿçè.

Êàê ìû óæå óïîìÿíóëè âî Ââåäåíèè, â íàøåé êíèãå ìû ðàññêàçàëè ëèøü îá î÷åíü
ìàëåíüêîé äîëå òîãî îãðîìíîãî âëèÿíèÿ, êîòîðîå îêàçûâàåò ìàòåìàòèêà íà æèçíü
áóêâàëüíî êàæäîãî ÷åëîâåêà. Ìû âûáðàëè âñåãî íåñêîëüêî òåì, êîòîðûå èìåþò îò-
íîøåíèå ê êîìïüþòåðíûì òåõíîëîãèÿì è ê íàøèì ñîáñòâåííûì èññëåäîâàíèÿì. Ìû
íàäååìñÿ, ÷òî äàæå ñ ïîìîùüþ ýòîé íåáîëüøîé âûáîðêè ìû ñìîãëè óáåäèòü âàñ, ÷òî
ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè íåâîçìîæíû áåç ìàòåìàòèêè, òàêîé êðàñèâîé, òàêîé òî÷íîé
è òàêîé íåâåðîÿòíî ïîëåçíîé. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Íåëëè Ëèòâàê, Àíäðåé Ðàéãîðîäñêèé

Ýíñõåäå � Ìîñêâà
Èþíü 2016
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Ãëàâà 10

Ïðèëîæåíèÿ äëÿ ïîäãîòîâëåííîãî

÷èòàòåëÿ

10.1 Ïðèëîæåíèå ê Ãëàâå 3

10.1.1 Ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå îä-

íîìó èç óãëîâ ìíîãîãðàííèêà

Çàìåòüòå, ÷òî â âûðàæåíèè ñòîèìîñòè 1020 − 2 × ÀÞ − 5 × ÁÞ â íàøåì ïðèìåðå
îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ÀÞ è ÁÞ íå çàâèñÿò îò ñëàãàåìîãî 1020. Ðåøåíèå áóäåò
òî æå ñàìîå, åñëè ìû áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü −2ÀÞ − 5ÁÞ, èëè ìàêñèìèèðîâàòü
2ÀÞ+ 5ÁÞ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè â îáùåì
âèäå.

Âûáðàòü x1 è x2 òàê, ÷òîáû

ìàêñèìèçèðîâàòü:

c1x1 + c2x2, (öåëåâàÿ ôóíêöèÿ)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:

a11x1 + a12x2 ≤ b1, (îãðàíè÷åíèå 1)

a21x1 + a22x2 ≤ b2, (îãðàíè÷åíèå 2)

. . .

am1x1 + am2x2 ≤ bm, (îãðàíè÷åíèå m)

c1, c2, bi, aij ∈ R, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2.

Çàìåòüòå, ÷òî, âî-ïåðâûõ, çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ñ
êîåôôèöèåíòàìè −c1 è −c2. Âî-âòîðûõ, ëþáîå íåðàâåíñòâî ñî çíàêîì ≤ ìîæíî ïðå-
âðàòèòü â ýêâèâàëåíòíîå íåðàâåíñòâî ñî çíàêîì ≥ , óìíîæèâ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà
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íà −1. Ïîýòîìó çàäà÷à âûøå, äëÿ äâóõ ïåðåìåííûõ è m îãðàíè÷åíèé, ñôîðìóëèðîâà-
íà äåéñòâèòåëüíî â îáùåì âèäå. Âñå çíà÷åíèÿ êîåôôèöèåíòîâ a, b, c � ïðîèçâîëüíûå
ðåàëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå ìîãóò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îòðèöàòåëüíûìè.

Êàæäîå îãðàíè÷åíèå çàäàåò ïîëóïëîñêîñòü çíà÷åíèé, íà êîòîðîé ýòî îãðàíè÷åíèå
âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè ïåðåñå÷åíèå âñåõ m ïîëóïëîñêîñòåé ïóñòî, òî äîïóñòèìîãî ðåøå-
íèÿ ïðîñòî íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó äîïóñòèì, ÷òîm ïîëóïëîñêîñòåé ñîæåðæàò îáùóþ
îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü S äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé. (Ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé,
êîãäà îáëàñòü íåîãðàíè÷åíà.) Î÷åâèäíî, ÷òî S � ýòî ìíîãîóãîëüíèê, ïîñêîëüêó îá-
ëàñòü S îãðàíè÷åíà ïðÿìûìè.

Óòâåðæäåíèå. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ â îäíîì
èç óãëîâ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ÷åðåç (x∗1, x
∗
2). Çàìåòüòå, ÷òî

(x∗1, x
∗
2) íå ìðæåò áûòü âíóòðåííåé òî÷êîé S, ïîòîìó ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îáà çíà÷åíèÿ

ïåðåìåííûõ ìîæíî ëèáî óâåëè÷èòü, ëèáî óìåíüøèòü, òàêèì îáðàçîì óâåëè÷èâàÿ çíà-
÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè. Íàïðèìåð, â íàøåé çàäà÷å â Ãëàâå 3, ðåøåíèå (58,8) ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííåé òî÷êîé, è ïîýòîìó íå ìîæåò áûòü îïòèìàëüíûì.

Çíà÷èò, (x∗1, x
∗
2) ëåæèò íà îäíîé èç ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà S. Íà êàæäîé èç ñòîðîí

îäíî èç îãðàíè÷åíèé ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ðàññìîòðèì ñòîðîíó, êîòîðàÿ ñîîò-
âåòñòâóåò ïåðâîìó îãðàíè÷åíèþ: a11x1 + a12x2 = b1. ×òî ïðîèñõîäèò, åñëè ìû íà÷íåì
äâèãàòüñÿ âäîëü ýòîé ñòîðîíû?

Äëÿ íà÷àëà, ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî â áîëåå ïðèâû÷íîå óðàâíåíèå ïðÿìîé:

x2 = −(a11/a12)x1 + b1/a12. (10.1)

Äîïóñòèì, ìû íà÷àëè â òî÷êå (x1, x2). Òåïåðü äîïóñòèì ìû íåìíîæêî èçìåíèëè x1 è
ïîëó÷èëè íîâóþ êîîðäèíàòó x1 + δ, ãäå δ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî, ÷òîáû âñå îñòàëüíûå
îãðàíè÷åíèÿ, êðîìå ïåðâîãî, ïî-ïðåæíåìó ñòðîãî âûïîëíÿëèñü. Òîãäà çíà÷åíèå x2
èçìåíèòñÿ íà

−(a11/a12) (x1 + δ) + b1/a12 − (−(a11/a12)x1 + b1/a12) = −(a11/a12) δ.

Ïðè ýòîì íàòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ èçìåíèòñÿ íà

c1δ + c2(−(a11/a12) δ) = (c1 − c2a11/a12)δ.

Çàìåòüòå, ÷òî ýòî ÷èñëî íå çàâèñèò îò (x1, x2). Çíà÷èò, â êàêîé áû òî÷êå ïðÿìîé (10.1)
ìû íå íàõîäèëèñü, â ðåçóëüòàòå ïåðåìåùåíèÿ ïî ýòîé ïðÿìîé, èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ
öåëåâîé ôóíêöèè çàâèñèò òîëüêî îò êîåôôèöèåíòà (c1 − c2a11/a12). Åñëè ýòîò êîåô-
ôèöèåíò îòðèöàòåëüíûé, òî óâåëè÷èâàÿ x1 è äâèãàÿñü ïî ïðÿìîé, ìû ìîæåì òîëüêî
óìåíüøèòü öåëåâóþ ôóíêöèþ. Àíàëîãè÷íî, åñëè ýòîò êîåôôèöèåíò ïîëîæèòåëüíûé,
òî äâèãàÿñü ïî ïðÿìîé â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ x1, ìû ìîæåì öåëåâóþ ôóíêöèþ òîëüêî
óâåëè÷èòü. Íàêîíåö, åñëè ýòîò êîåôôèöèåò ðàâåí íóëþ, òî çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè
íà âñåé ïðÿìîé ïîñòîÿííî.
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Çíà÷èò, èç ëþáîé òî÷êè íà äàííîé ñòîðîíå S, ìû ìîæåì äâèãàòüñÿ ëèáî â ñòîðîíó
óìåíüøåíèÿ, ëèáî â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ x1 òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íå
óìåíüøàëîñü. Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì ìåíÿòü çíà÷åíèå x1, ïîêà êàêîå-òî äðóãîå
îãðàíè÷åíèå íå ïðåâðàòèòñÿ â ðàâåíñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ñòîëêíóëèñü ñ óãëîì ìíî-
ãîóãîëüíèêà S, â êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íà
âñåé ðàññìîòðåííîé íàìè ñòîðîíå. Ïîñêîëüêó ñòîðîíó ìû âûáðàëè ïðîèçâîëüíî, òî
äåëàåì âûâîä, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ â îäíîì èç
óãëîâ S, è ìû ìîæåì âûáðàòü ýòîò óãîë â êà÷åñòâå (x∗1, x

∗
2).

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî îáîáùèòü íà ëþáîå êîëè÷åñòâî n ïåðåìåí-
íûõ.

10.1.2 Ïðèìåð çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Äîïóñòèì, íàì íóæíî îïòðàâèòü ãðóçîâèêè ñ òîâàðîì ê 2-ì ðàçíûì êëèåíòàì. Âñåãî
ó íàñ â ðàçíûõ òî÷êàõ 4 ãðóçîâèêà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç cij öåíó îòïðàâêè ãðóçîâèêà
i = 1, 2, 3, 4 ê êëèåíòó j = 1, 2. Íà ëþáóþ äîñòàâêó íåîáõîäèìî ïîëäíÿ. Äîñòàâêó
ìîæíî îñóùåñòâèòü ëèáî óòðîì (1-ÿ ïîëîâèíà äíÿ), ëèáî äíåì (2-ÿ ïîëîâèíà äíÿ).
Íóæíî ðåøèòü, êàêîé ãðóçîâèê ïîåäåò ê êàêîìó êëèåíòó, è â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè.

Ââåäåì ïåðåìåííûå xijt, i = 1, 2, 3, 4; j = 1, 2; t = 1, 2. Ýòè ïåðåìåííûå ìîãóò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 0 èëè 1. Íàïðèìåð, åñëè ãðóçîâèê 3 åäåò êëèåíòó 2 â 1-é ïîëîâèíå
äíÿ, òî x321 = 1. Åñëè ýòîãî íå ïðîèñõîäèò (òî åñòü ãðóçîâèê â 1-é ïîëîâèíå äíÿ íèêóäà
íå åäåò èëè åäåò ê äðóãîìó êëèåíòó), òî x321 = 0.

Â íàøåé íåáîëüøîé çàäà÷å âñåãî 4 × 2 × 2 = 16 ïåðåìåííûõ, òî åñòü åå ìîæíî
ðåøèòü è âðó÷íóþ.

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ � ýòî öåíà äîñòàâêè, è âû÷èñëÿåòñÿ îíà î÷åíü ïðîñòî:

öåíà äîñòàâêè =
4∑

i=1

2∑
j=1

2∑
t=1

cijxijt.

Íàïðèìåð, åñëè ãðóçîâèê 3 åäåò ê êëèåíòó 2 â 1-é ïîëîâèíå äíÿ, òî x321 = 1, è ìû
ïðèáàâèì ê îáùåé ñòîèìîñòè c32. À åñëè ãðóçîâèê 3 ê êëèåíòó 2 íå ïîåäåò, òî òîãäà
x321 = x322 = 0, è c32 íå âîéäåò â îáùóþ ñóììó.

Ñàìîå èíòåðåñíîå � ýòî îãðàíè÷åíèÿ. Íàïðèìåð, ãðóçîâèê i íå ìîæåò ïîåõàòü ê
äâóì êëèåíòàì â îäíî è òî æå âðåìÿ. Ýòî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îãðàíè÷åíèÿ:

xi1t + xi2t ≤ 1, i = 1, 2, 3, 4; t = 1, 2.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî i è t òîëüêî îäíî (èëè íè îäíî) èç çíà÷åíèé xi1t èëè xi2t ìîæåò
ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå.

Åùå îäíî óíèâåðñàëüíîå îãðàíè÷åíèå: ê êëèåíòó j íóæíî ïîñëàòü ðîâíî îäèí ãðó-
çîâèê, òî åñòü

4∑
i=1

2∑
t=1

xijt = 1, j = 1, 2.
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Îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè êàæäîãî ãðóçîâèêà, êëèåíòà, è òàê
äàëåå. Íàïðèìåð, ìû íå õîòèì, ÷òîáû ãðóçîâèê 3 ðàáîòàë óòðîì (ñêàæåì, ó ýòîãî
ãðóçîâèêà çàïëàíèðîâàí òåõîñìîòð). Òîãäà ìû ïðîñòî âêëþ÷èì îãðàíè÷åíèå:

x311 + x321 = 0.

Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî ýòî óñëîâèå æåëàòåëüíîå, íî íå îáÿçàòåëüíîå. Òîãäà ê öåëåâîé
ôóíêöèè ìîæíî äîáàâèòü äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå, êîòîðîå áóäåò îçíà÷àòü øòðàô
çà òî, ÷òî óñëîâèå íå âûïîëíåíî:

cøòðàô(x311 + x321).

Çàìåòüòå, ÷òî ýòî ñëîãàåìîå äåéòâèòåëüíî äîáàâèòñÿ òîëüêî åñëè ãðóçîâèê 3 ðàáîòàë â
óòðåííþþ ñìåíó. Åñòåñòâåííî, îïòèìàëüíîå ðåøåíèå áóäåò çàâèñèòü îò êîåôôèöèåíòà
cøòðàô. Åñëè ýòîò êîåôôèöèåíò áîëüøå ëþáîãî cij â öåëåâîé ôóíêöèè, òî îïòèìàëüíûé
âàðèàíò � ýòî íå çàäåéñòâîâàòü ãðóçîâèê 3 ñ óòðà. À åñëè êîåôôèöèåíò cøòðàô ìàëåíü-
êèé, òî âîçìîæíî ãðóçîâèê 3 âñå ðàâíî çàäåéñòâóþò, åñëè ýòî îáåñïå÷èò áîëåå íèçêóþ
öåíó äîñòàâêè.

Â âèäå ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé ìîæíî çàïèñàòü ñàìûå ðàçíûå óñëîâèÿ. Íàïðèìåð,
ìû õîòèì, ÷òîáû ãðóçîâèê 3 ëèáî ðàáîòàë îáå ïîëîâèíû äíÿ, ëèáî íå ðàáîòàë. Òîãäà
ìû ââîäèì îãðàíè÷åíèå

x311 + x321 = x312 + x322. (10.2)

Ýòî óñëîâèå ìîæíî íåìíîæêî óñëîæíèòü. Íàïðèìåð: åñëè ãðóçîâèê 3 â ïåðâîé ïîëî-
âèíå äíÿ ïîåõàë ê êëèåíòó 1, òî ìû õîòèì, ÷òîáû îí ðàáîòàë è âî âòîðîé ïîëîâèíå
äíÿ. Êàê ýòî çàïèñàòü â âèäå ëèíåéíîãî íåðàâåíñòâà? ×àñòî èñïîëüçóåòñÿ òàêîé ïðè-
åì. Ââåäåì äîñòàòî÷íî áîëüøîå çíà÷åíèå M è çàïèøåì:

(x311 + x321)− (x312 + x322) ≤M(1− x311).

Åñëè x311 = 1, òî çíà÷åíèå ñïðàâà ïðè ëþáîìM ðàâíî íóëþ. Òîãäà íåðàâåíñòâî âûïîë-
íÿåòñÿ (è íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì) òîëüêî åñëè x312+x322 = 1 (âñïîìíèòå,
÷òî x311+x321 = 1). Íî åñëè x311 = 0, òî M ìîæíî âûáðàòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òî-
áû îãðàíè÷åíèå íå èãðàëî íèêàêîé ðîëè. Â äàííîì ñëó÷àå, êñòàòè, äîñòàòî÷íî âçÿòü
M = 1. Äëÿ óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ðåøåíèÿ M ñòàðàþòñÿ âûáèðàòü �ýêîíîìíî� � íå
áîëüøå, ÷åì íóæíî.

Åñòü åùå ìíîæåñòâî èíòåðåñíûõ ïðèåìîâ, ÷òîáû çàïèñàòü îáÿçàòåëüíûå è æåëà-
òåëüíûå óñëîâèÿ â âèäå ëèíåéíûõ âûðàæåíèé. Èõ áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå âûõîäèò
çà ïðåäåëû íàøåé êíèãè.

10.1.3 Èäåÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö

Äîïóñòèì, íàì íóæíî ïîñëàòü çåìëåêîïîâ íà îáúåêòû, è ìû õîòèì ìèíèìèçèðîâàòü
ñòîèìîñòü ðàáîò. Äëÿ íà÷àëà ìû áåðåì ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíîå ðàñïèñàíèå è ïîëó-
÷àåì ñòîèìîñòü ðàáîò, ñêàæåì, 50 000 ðóáëåé. Ýòî íàø ìàêñèìóì, è ìû ïîñòàðàåìñÿ
åãî óìåíüøèòü.
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Òåïåðü ìû çàïóñêàåì ñèìëåêñ-ìåòîä è ïîëó÷àåì äðîáíîå ðåøåíèå. Íàïðèìåð, íà
îáúåêò À íóæíî îòïðàâèòü 2 è 2/3 çåìëåêîïà. Äîïóñòèì, îáùàÿ ñòîèìîñòü ðàáîò
ïðè ýòîì ïîëó÷èëàñü 40 000 ðóáëåé. Ýòî ïîêà íå äàåò íàì ïëàíà ðàáîò, ïîòîìó ÷òî
ðåøåíèå íå â öåëûõ ÷èñëàõ. Íî çàòî ìû çíàåì, ÷òî ýòî ðåøåíèå îïòèìàëüíîå, òî åñòü
ïðè ëþáîì äðóãîì (â òîì ÷èñëå öåëî÷èñëåííîì) ðåøåíèè ñòîèìîñòü ïîëó÷èòñÿ íèêàê
íå ìåíüøå 40 000 ðóáëåé. Çíà÷èò, íàøà ñòîèìîcòü â ðåçóëüòàòå áóäåò ìåæäó 40 000 è
50 000 ðóáëåé.

Äàëüøå ìû íà÷èíàåì �ðàçâåòâëÿòü� ðåøåíèå. Ó íàñ åñòü äâà âàðèàíòà: A ≤ 2 è
A ≥ 3. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ âàðèàíòîâ ìû ñíîâà ðåøàåì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Äîïóñòèì, ñòîèìîñòü ïîëó÷èëàñü 43 000 ðóáëåé ïðè A ≥ 3, è 51 000 ïðè
A ≤ 2. Âàðèàíò A ≤ 2 ìû îòñåêàåì, ïîñêîëüêó ó íàñ óæå åñòü áîëåå âûãîäíîå ðåøåíèå.
Â ðåçóëüòàòå äåëàåì âûâîä, ÷òî A ≥ 3, à ìèíèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü òåïåðü 43 000 ðóáëåé.
Åñëè ïðè ýòîì âñå ïåðåìåííûå ïîëó÷èëèñü öåëî÷èñëåííûå, òî ìû íàøëè ðåøåíèå. À
åñëè ó íàñ ïîêà îñòàëèñü äðîáíûå ïåðåìåííûå, òî êàæäóþ äðîáíðóþ ïåðåìåííóþ ìû
ðàçâåòâëÿåì ñíîâà. È òàê äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàéäåì ðåøåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ.

10.2 Ïðèëîæåíèÿ ê Ãëàâå 4

10.2.1 ×èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö çàäàííîé

äëèíû

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû 5. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìû ìî-
æåì âûáðàòü ïåðâûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè? Î÷åâèäíî, ÷òî âàðèàíòîâ 2: íîëü
èëè åäèíèöà. Òåïåðü äàâàéòå ïîñìîòðèì íà âòîðîé ýëåìåíò. Äëÿ íåãî ó íàñ òîæå åñòü
äâà âàðèàíòà, ïðè÷åì ïðè ëþáîì âûáîðå ïåðâîãî ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Çíà-
÷èò, ÷èñëî ñïîñîáîâ âûñòàâèòü äðóã çà äðóãîì ïåðâûå äâà ýëåìåíòà ðàâíî ÷åòûðåì.
Àíàëîãè÷íî äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ åñòü äâà ñïîñîáà âûáðàòü òðåòèé
ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, è òàê äàëåå. Â èòîãå äëÿ êîäîâîãî ñëîâà äëèíû ïÿòü ìû
ïîëó÷àåì

2 · 2 · 2 · 2 · 2 = 25 = 32.

Àíàëîãè÷íî, ÷èñëî ðàçíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû 4 ðàâíî 24 = 16, à ÷èñëî ðàç-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû 8 ðàâíî 28 = 256. Äëÿ ëþáîé çàäàííîé äëèíû n ìû
ïîëó÷àåì 2n ðàçíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö.

10.2.2 Ãðàíèöà Õýììèíãà

Äîïóñòèì, ìû ïîëüçóåìñÿ ñëîâàìè äëèíîé n è íàø êîä ñîñòîèò èç N òàêèõ ñëîâ.
Åñëè êîä èñïðàâëÿåò d îøèáîê, òî øàðû ñ öåíòðàìè â êîäîâûõ ñëîâàõ è ðàäèó-

ñàìè d ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Îáúåì øàðà (ò.å. êîëè÷åñòâî ñëîâ â íåì) íåòðóäíî
âû÷èñëèòü. Cêîëüêî åñòü ñëîâ, êîòîðûå îòñòàþò îò öåíòðà øàðà íà äàííîå ðàññòî-
ÿíèå k? Ðàçóìååòñÿ, ñòîëüêî, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü òå k ïîçèöèé èç
n âîçìîæíûõ, â êîòîðûõ ïðîèçîéäóò ïîìåõè. Ýòî ÷èñëî ñïîñîáîâ íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì
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ñî÷åòàíèé èç n ïî k è îáîçíà÷àòåñÿ Ck
n. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïèñàòü ýòî ÷èñëî, íàì

ïîíàäîáÿòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ âèäà

k · (k − 1) · . . . · 2 · 1.

Òàêîå ïðîèçâåäåíèå ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü çàïèñüþ

k!

è ÷èòàòü ýòó çàïèñü �k ôàêòîðèàë�. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî, êîíå÷íî, 1! = 1, è ïðèíÿòî
ñ÷èòàòü, ÷òî 0! = 1. Çàìåòèì, ÷òî ôàêòîðèàë óæå âñòðå÷àëñÿ íàì â Ãëàâå 3, ñì.
Ðàçäåë 3.2. Òàì ìû ïîêàçàëè, ÷òî ôàêòîðèàë ðàñòåò î÷åíü áûñòðî, íàïðèìåð, 25! �
ýòî êîëîññàëüíîå ÷èñëî.

×èñëî ñî÷åòàíèé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Ck
n =

n(n− 1)(n− 2) · . . . · (n− k + 1)

k!
.

Ìû ïðèâîäèì âûâîä ýòîé èçâåñòíîé ôîðìóëû íèæå, ñì. Ðàçäåë 10.2.3. Ëåãêî ïðîâå-
ðèòü, íàïðèìåð, ÷òî C1

n = n, è äåéñòâèòåëüíî ìû ìîæåì âûáðàòü îäíó ïîçèöèþ èç n
ðîâíî n ñïîñîáàìè.

Çíà÷èò, âñåãî âíóòðè øàðà

C0
n + C1

n + · · ·+ Cd
n =

d∑
i=0

Ci
n

ñëîâ. Çäåñü ñëàãàåìîå C0
n = 1 � ýòî ÷èñëî ñëîâ, îòñòîÿùèõ îò öåíòðà íà ðàññòîÿíèå 0.

Òàêîå ñëîâî òîëüêî îäíî � ñàì öåíòð. Ïîñêîëüêó øàðû ñ öåíòðàìè â êîäîâûõ ñëîâàõ

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî âñåãî â íèõ íàõîäèòñÿ N
d∑

i=0

Ci
n ðàçëè÷íûõ ñëîâ. Íî ýòî

êîëè÷åñòâî çàâåäîìî íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà âñåõ âîçìîæíûõ êîäîâûõ ñëîâ, êàêîâîå,
êàê ìû óæå çíàåì, ðàâíî 2n. Òàêèì îáðàçîì,

N

d∑
i=0

Ci
n ≤ 2n, îòêóäà N ≤ 2n

d∑
i=0

Ci
n

.

Ýòà ôîðìóëà è åñòü ãðàíèöà Õýììèíãà. Â íàøåì ïðèìåðå êîãäà n = 10, d = 2, ïîëó-
÷àåì

C0
10 + C1

10 + C2
10 = 1 + 10 +

10 · 9
2 · 1

= 56.

Âñåãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû 10 ðîâíî 210 = 1024. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìàêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî êîäîâûõ ñëîâ íå ïðåâûøàåò 1024/56 ≈ 18, 2857. Ïîñêîëüêó ÷èñëî êîäîâûõ
ñëîâ öåëîå, òî îíî íå ïðåâûøàåò 18.
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10.2.3 ×èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî k

Ìû ðàññìîòðèì ÷èñëî ñî÷åòàíèé íà ïðèìåðå, ñâÿçàííûì ñ êîäèðîâàíèåì. Äàâàéòå
ïîïðîáóåì ïîñ÷èòàòü, ñêîëüêî åñòü ñëîâ äëèíû n è âåñà k, k ≤ n. Íàïîìíèì, ÷òî
ñëîâî � ýòî çàïèñü èç íóëåé è åäèíèö, à åãî âåñ � ýòî êîëè÷åñòâî åäèíèö. Çíà÷èò, íàì
íóæíî âûáðàòü èç n ïîçèöèé k øòóê äëÿ ðàññòàíîâêè íà ýòèõ k âûáðàííûõ ïîçèöèÿõ
åäèíèö. Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî, êàê òîëüêî ïîçèöèè âûáðàíû, êîäîâîå ñëîâî îïðåäåëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî. Âûáðàëè, ñêàæåì, èç øåñòè ïîçèöèé ïåðâóþ, ÷åòâåðòóþ è ïÿòóþ � âñå,
ïîÿâèëîñü êîäîâîå ñëîâî 100110.

Õîðîøî, äîïóñòèì, åñòü n ïîçèöèé. Âûáèðàåì èç íèõ ëþáóþ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü
n ñïîñîáàìè. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ n ñïîñîáîâ âûáîðà ïåðâîé ïîçèöèè èç îñòàâøèõñÿ
n−1 ïîçèöèé ñíîâà âûáèðàåì ëþáóþ. Äëÿ ýòîãî óæå åñòü òîëüêî n−1 âàðèàíò. Èòîãî
êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ çàôèêñèðîâàòü ïåðâóþ è âîòîðóþ ïîçèöèè äëÿ åäèíèö ðàâíî
n(n − 1). Òî÷íî òàê æå ïîëó÷àåì, ÷òî òðè ïîçèöèè ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî âûáðàòü
îäíèì èç n(n− 1)(n− 2) ñïîñîáîâ. È òàê äàëåå. Äëÿ äàííîãî k áóäåò âñåãî

n(n− 1)(n− 2) · . . . · (n− k + 1)

âàðèàíòîâ. Ýòî è åñòü îòâåò? Íå ñîâñåì!
Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ïðèìåðå, ãäå n = 6 è k = 3, ìû ìîãëè ñïåðâà âûáðàòü,

íàïðèìåð, ïåðâóþ ïîçèöèþ, çàòåì � ÷åòâåðòóþ è, íàêîíåö, ïÿòóþ, à ìîãëè ñïåðâà
âûáðàòü ÷åòâåðòóþ ïîçèöèþ, çàòåì � ïÿòóþ è ëèøü â êîíöå � ïåðâóþ. È äëÿ êàæäîãî
èç ïîäîáíûõ âàðèàíòîâ ó íàñ ïîëó÷èòñÿ îäíî è òî æå êîäîâîå ñëîâî 100110. Ñêîëüêî
æå ðàç â íàøåé ôîðìóëå n(n − 1)(n − 2) · . . . · (n − k + 1) ìû ïîñ÷èòàëè, òåì ñàìûì,
îäíî è òî æå êîëîâîå ñëîâî? Ñìîòðèòå, ïîëó÷àÿ ýòó ôîðìóëó, ìû âûáèðàëè êàêèå-òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîìåðîâ ïîçèöèé: ïóñòü, äëÿ ïðèìåðà, ýòî áûëè 145, 154, 514, 541,
415, 451. Âèäíî, ÷òî âñå ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàþò îäíî è òî æå ñëîâî èç íóëåé è
åäèíèö. È âèäíî, ÷òî èõ 6. ×òîáû ñíîâà ïîëó÷èòü ýòîò ôàêò íå óíûëûì ïåðåáîðîì
(êàêîâîé ìû è ïðîèçâåëè òîëüêî ÷òî), à �âåñåëî è ñ óìîì�, íàäî ðàññóäèòü òàê: èç
òðåõ ÷èñåë 1, 4, 5 ìû ìîæåì ñïåðâà âûáðàòü ëþáîå (3 âàðèàíòà); âûáðàâ ýòî ÷èñëî,
ìû ìîæåì âñëåä çà íèì ðàñïîëîæèòü âòîðîå óæå òîëüêî îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ;
òðåòüå æå ÷èñëî âûáèðàåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ðàññóæäåíèå äàåò íóæíûé ðåçóëüòàò: ÷èñëî
ñïîñîáîâ óïîðÿäî÷èòü ÷èñëà 1,4,5 ðàâíî 3·2·1 = 6. Àíàëîãè÷íî äëÿ ëþáîãî k âîçíèêàåò
ôîðìóëà k · (k − 1) · . . . · 2 · 1 = k!. Íàïîìíèì, ïî ïðèíÿòîé â ìàòåìàòèêå êîíâåíöèè
0! = 1.

×òî æå ìû èìååì â èòîãå? Ñíà÷àëà ó íàñ âîçíèêëà ôîðìóëà n(n− 1)(n− 2) · . . . ·
(n− k + 1). Ïîòîì ìû ñîîáðàçèëè, ÷òî â íåé êàæäîå ìíîæåñòâî ïîçèöèé äëÿ åäèíèö
ó÷òåíî k! ðàç. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñêîìîå êîëè÷åñòâî êîäîâûõ ñëîâ ðàâíî

n(n− 1)(n− 2) · . . . · (n− k + 1)

k!
.

Çàìåòèì, ÷òî íàéäåííîå âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

n!

k!(n− k)!
.
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Ýòî òàê íàçûâàåìîå ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî k, èëè áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ íåãî ïðèíÿòû äâà îáîçíà÷åíèÿ: Ck

n è
(
n
k

)
.

10.3 Ïðèëîæåíèÿ ê Ãëàâå 5

Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî ìàòåðèàëà ê ýòîé ãëàâå ðåêîìåíäóåì êíèãó Àíäðåÿ �Ìî-
äåëè ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ� [4]. Òàì ïðèâîäèòñÿ â ïîäðîáíîñòÿõ äîêàçàòëüñòâî òåîðåìû
Ýðäåøà-Ðåíüè è ìíîãî äðóãèõ èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ èç òåîðè ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ.

10.3.1 Âåðîÿòíîñòü ïîòåðè ñâÿçè â ìèíè-ñåòè

Ðàññìîòðèì ìèíè-ñåòü êàê â ïðèìåðå âûøå: òðè êîìïüþòåðà 1,2,3 è òðè êàíàëà ñâÿçè:
1-2, 1-3, 2-3. Äîïóñòèì, ÷òî êàíàë ñâÿçè äîñòóïåí ñ âåðîÿòíîñòüþ p, è íåäîñòóïåí ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1 − p, ãäå 0 < p < 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàíàëû íåçàâèñèìû äðóã îò
äðóãà. Ñâÿçü ìåæäó âñåìè òðåìÿ êîìïüþòåðàìè ñîõðàíÿåòñÿ â äâóõ ñëó÷àÿõ.

Ñëó÷àé 1. Âñå òðè êàíàëà ñâÿçè äîñòóïíû. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

p︸︷︷︸
êàíàë 1-2

· p︸︷︷︸
êàíàë 1-3

· p︸︷︷︸
êàíàë 2-3

= p3. (10.3)

Âåðîÿòíîñòè ïåðåìíîæàþòñÿ ïîòîìó, ÷òî êàíàëû íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà. Äîïó-
ñòèì, ó íàñ òûñÿ÷à ìèíè-ñåòåé è p = 0.6. Òîãäà ïðèìåðíî â 600 èç ýòèõ ñåòåé áóäåò
äîñòóïåí êàíàë 1-2. Ïîñêîëüêó äîñòóïíîñòü êàíàëà 1-2 íèêàê íå âëèÿåò íà êàíàë 1-3,
òî èç íàøèõ 1000 ñåòåé îáà êàíàëà 1-2 è 1-3 áóäóò äîñòóïíû â ñðåäíåì 600 · 0.6 = 360
ñëó÷àåâ. ×òîáû ïîëó÷èòü ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ñåòåé, â êîòîðûõ äîñòóïíû âñå òðè êà-
íàëà, íàäî âçÿòü äîëþ 0.6 îò 360, ïîëó÷àåì 360 · 0.6 = 216. Â ðåçóëüòàòå, âåðîÿòíîñòü
äîñòóïíîñòè âñåõ òðåõ êàíàëîâ ðàâíà

260

1000
= 0.216 = 0.6 · 0.6 · 0.6.

Ñëó÷àé 2. Äâà êàíàëà ñâÿçè äîñòóïíû è îäèí íåäîñòóïåí. Íåäîñòóïíûì ìîæåò
áûòü ëþáîé èç òðåõ êàíàëîâ ñâÿçè, ïîýòîìó Ñëó÷àé 2 ìîæíî ïîëó÷èòü òðåìÿ ðàçíûìè
ñïîñîáàìè. Â ðåçóëüòàòå ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

(1− p)︸ ︷︷ ︸
êàíàë 1-2

· p︸︷︷︸
êàíàë 1-3

· p︸︷︷︸
êàíàë 2-3

+ p︸︷︷︸
êàíàë 1-2

· (1− p)︸ ︷︷ ︸
êàíàë 1-3

· p︸︷︷︸
êàíàë 2-3

+

+ p︸︷︷︸
êàíàë 1-2

· p︸︷︷︸
êàíàë 1-3

· (1− p)︸ ︷︷ ︸
êàíàë 2-3

+

= 3p2(1− p). (10.4)

Îáùàÿ âåðîÿòíîñòü ñîõðàíåíèÿ ñâÿçè â ñåòè òåïåðü ðàâíà

(10.3) + (10.4) = p3 + 3p2(1− p) = 3p2 − 2p3.
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Ïîòåðÿ ñâÿçè õîòÿ áû ñ îäíèì èç êîìïüòåðîâ òîæå ïðîèñõîäèò â äâóõ ñëó÷àÿõ,
êîòîðûå ìû íàçîâåì Ñëó÷àé 3 è Ñëó÷àé 4.

Ñëó÷àé 3. Äâà êàíàëà ñâÿçè íåäîñòóïíû è îäèí äîñòóïåí. Çàìåòüòå, ÷òî ýòîò ñëó-
÷àé ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí Ñëó÷àþ 2, òîëüêî p è (1− p) ïîìåíÿëèñü ìàñòàìè. Ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

3(p− 1)2p. (10.5)

Ñëó÷àé 4. Âñå òðè êàíàëà ñâÿçè íåäîñòóïíû. Ýòîò ñëó÷àé îïÿòü æå àíàëîãè÷åí
Ñëó÷àþ 1, åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè p è (1− p). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

(1− p)3. (10.6)

Âåðîÿòíîñòü, ÷òî õîòÿ áû îäèí êîìïüþòåð îêàæåòñÿ îòðåçàííûì îò ñåòè ðàâíà

(10.5) + (10.6) = 3(1− p)2 − 2(1− p)3. (10.7)

Åñòåñòâåííî, åñëè ïðîñóììèðîâàòü âñå âåðîÿòíîñòè, òî ïîëó÷èòñÿ åäèíèöà. Ýòî
î÷åíü êðàñèâî ñëåäóåò èç áèíîìà Íüþòîíà òðåòüåé ñòåïåíè:

(10.5) + (10.6) + (10.5) + (10.6) = p3 + 3p2(1− p) + 3(p− 1)2p+ (1− p)3

=
(
p+ (1− p)

)3
= 13 = 1.

Åñëè ïðîâåñòè åùå íåìíîæêî àëãåáðàè÷åñêèõ ìàíèïóëÿöèé, òî ìîæíî ïåðåïèñàòü
âåðîÿòíîñòü (10.7) ïî-äðóãîìó:

3(1− p)2 − 2(1− p)3 = (1− p)2
(
3− 2(1− p))

)
= (1− p)2(1 + 2p)

= (1− p)
(
(1− p)(1 + 2p)

)
= (1− p)(1 + p− 2p2).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè p > 1/2, òî âòîðàÿ ñêîáêà ìåíüøå åäèíèöû. Ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî åñëè p > 1/2, òî âåðîÿòíîñòü ïîòåðè ñâÿçè â ñåòè ìåíüøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü ïîòåðè
ñâÿçè â îòäåëüíî âçÿòîì êàíàëå (êîòîðàÿ ðàâíà (1− p)).

Êðîìå òîãî, âûðàæåíèå (10.7) âñåãäà ìåíüøå, ÷åì 3(1 − p)2. Ïîýòîìó åñëè âåðî-
ÿòíîñòü íåèñïðàâíîñòè êàíàëà (1 − p) óìåíüøàåòñÿ, òî âåðîÿòíîñòü ïîòåðè ñâÿçè â
ñåòè óìåíüøàåòñÿ åùå áûñòðåå. Êîãäà âåðîÿòíîñòü (1 − p) î÷åíü ìàëà, òî òåðìèíîì
−2(1−p)3 ìîæíî ïðèíåáðå÷ü. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïîòåðè ñâÿçè â ñåòè ïðèáëèçèòåëüíî
ðàâíà 3(1 − p)2. Åñëè (1 − p) = 0.01 (òî åñòü 1%), òî ýòà ôîðìóëà âåðíà äî òðåòüåãî
çíàêà ïîñëå çàïÿòîé, ÷òî ìû è âèäèì â ïîñëåäíåé ñòðî÷êå Òàáëèöû 5.1.

10.3.2 Òåîðåìà Ýðäåøà-Ðåíüè î ôàçîâîì ïåðåõîäå.

Òåîðåìà (Ýðäåø-Ðåíüè). Äîïóñòèì, ãðàô ñîñòîèò èç n âåðøèí. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ðåáðà íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà, è ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ p(n). Îáîçíà÷èì âåðîÿòíîñòü ïîìåõè ÷åðåç q(n) = 1 − p(n) è ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî

q(n) = 1− c lnn

n
. (10.8)

113



Ãëàâà 10. Ïðèëîæåíèÿ äëÿ ïîäãîòîâëåííîãî ÷èòàòåëÿ

(i) Åñëè c > 1, òî âåðîÿòíîñòü ñâÿçíîñòè ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïðè n, ñòðå-
ìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïðè÷åì ñêîðîñòü ñòðåìëåíèÿ ê åäèíèöå òåì âûøå, ÷åì
áîëüøå ÷èñëî c. Íàïðèìåð, ïðè c ≥ 3 ñêîðîñòü ñòðåìëåíèÿ ê åäèíèöå íå íèæå, ÷åì
ó âûðàæåíèÿ 1− 1

n
, êàê Ðàçäåëå 5.4.

(ii) Åñëè c < 1, òî âåðîÿòíîñòü ñâÿçíîñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n, ñòðåìÿ-
ùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïðè÷åì ñêîðîñòü ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ òåì âûøå, ÷åì ìåíüøå
÷èñëî c.

(iii) Ïðè c = 1 âåðîÿòíîñòü ñâÿçíîñòè ñòðåìèòñÿ íå ê íóëþ è íå ê åäèíèöå, íî
ê ÷èñëó e−1 ≈ 0.3679, ãäå e = 2.71828... � îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà.

10.3.3 Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòà Ýðäåøà-Ðåíüè

Äîïóñòèì, ãðàô ñîñòîèò èç n âåðøèí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåáðà íåçàâèñèìû äðóã îò
äðóãà, è ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì ñ âåðîÿòíîñòüþ p(n). Îáîçíà÷èì âå-
ðîÿòíîñòü ïîìåõè ÷åðåç q(n) = 1−p(n). Ðàññìîòðèì îäíó âåðøèíó. Âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ýòà âåðøèíà íå ñîåäèíåíà ðåáðîì íè ñ îäíîé èç îñòàâøèõñÿ n− 1 âåðøèí, ðàâíà:

(q(n))n−1.

Ïîñêîëüêó âñåãî âåðøèí n, òî â ñðåäíåì ÷èñëî âåðøèí, êîòîðûå íå ñîåäåíèíû ðåáðàìè
íè ñ îäíîé äðóãîé âåðøèíîé, ðàâíî:

n(q(n))n−1.

Âîçüìåì, êàê è ïðåæäå,

q(n) = 1− c ln(n)

n
.

Âñïîìíèòå îäèí èçâåñòíûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë limn→∞(1 + 1
n
)n = e, ãäå e � ýòî

îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà. Èíòóèòèâíî, ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ïîõîæåãî ïðå-
äåëüíîãî ïåðåõîäà:

lim
n→∞

n

(
1− c ln(n)

n

)n−1

= lim
n→∞

ne−c ln(n) = lim
n→∞

n1−c.

Äàâàéòå ïîñìîòðèì, î ÷åì íàì ãîâîðèò ýòà ôîðìóëà.
Åñëè c < 1, òî â ñðåäíåì ÷èñëî âåðøèí, ó êîòîðûõ íåò íè îäíîãî ðåáðà, ñòðåìèòñÿ

ê áåñêîíå÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå òàêèõ âåðøèí áóäåò î÷åíü ìíîãî, ñâÿçíîñòü ñåòè ñ
áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ áóäåò ïîòåðÿíà.

Åñëè c > 1, â ñðåäíåì ÷èñëî âåðøèí, ó êîòîðûõ íåò íè îäíîãî ðåáðà, ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ. Çíà÷èò, ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ, òàêèõ âåðøèí íå áóäåò, è ñâÿçíîñòü ñåòè
ñîõðàíèòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, îòêóäà ïîÿâëÿåòñÿ ôàçîâûé ïåðåõîä!
Íàêîíåö, åñëè c = 1, òî â ñðåäíåì ÷èñëî âåðøèí, ó êîòîðûõ íåò íè îäíîãî ðåáðà,

ðàâíî åäèíèöå. Çàìåòèì, ÷òî åäèíèöà � ýòî ñðåäíåå çíà÷åíèå, à â ðåàëüíîñòè òàêèõ
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âåðøèí ìîæåò áûòü 0, 1, 2 . . .. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòè áëèçêî ê çàêîíó Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì 1:

[âåðîÿòíîñòü, ÷òî âåðøèí ñ íóëåì ðåáåð ðîâíî k] ≈ 1

k!
e−1, k = 0, 1, 2 . . . .

Ñîîòâåòñòâåííî, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òàêèõ âåðøèí íå áóäåò, òî åñòü ñâÿçíîñòü ñåòè
ñîõðàíèòñÿ, ðàâíà e−1.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî åùå íå ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî, ïîòîìó ÷òî ìû ïðîàíàëèçèðîâàëè
òîëüêî ñðåäíåå êîëè÷åñòâî âåðøèí, ó êîòîðûõ íåò íè îäíîãî ðåáðà. Äëÿ çàâåðøåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâà íóæíî åùå ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå c < 1 è c > 1 êîëè÷åñòâî âåðøèí áåç
ðåáåð îòíîñèòåëüíî ìàëî îòêëîíÿåòñÿ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî ðàçðàáîòàíû
ñòàíäàðòíûå ìåòîäû, â ÷àñòíîñòè îñíîâàííûå íà íåðàâåíñòâàõ Ìàðêîâà è ×åáûøå-
âà. Ýòè íåðàâåíñòâà íàçâàíû â ÷åñòü çàìå÷àòåëüíûõ ðóññêèõ ìàòåìàòèêîâ, êîòîðûå
ñòîÿëè ó èñòîêîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

10.4 Ïðèëîæåíèÿ ê Ãëàâå 6

10.4.1 Àíàëèç ìåòîäà âûáîðà èç äâóõ

Äîïóñòèì, ÷òî ó íàñ n ñåðâåðîâ. Çàÿâêè (èëè çàäàíèÿ) ïîñòóïàþò ñ èíòåíñèâíîñòüþ λn
â åäèíèöó âðåìåíè, è êàæäûé ñåðâåð â ñðåäíåì îáðàáàòûâàåò îäíî çäàíèå â åäèíèöó
âðåìåíè, òî åñòü çàãðóçêà ñèñòåìû ðàâíà λ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà n î÷åíü âåëèêî,
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç fk äîëþ ñåðâåðîâ, ó êîòîðûõ ðîâíî k çàÿâîê (çàÿâêà, êîòîðàÿ
íàõîäèòñÿ íà îáñëóæèâàíèè â äàííûé ìîìåíò, òîæå ó÷èòûâàåòñÿ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
uk äîëþ ñåðâåðîâ, ó êîòîðûõ çàÿâîê k èëè áîëüøå. Çíà÷åíèÿ uk ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü
÷åðåç fk è íàîáîðîò:

uk = fk + fk+1 + · · · , fk = uk − uk+1.

Ïîíÿòíî, ÷òî u0 = 1.
Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè. Òîãäà ó íàñ â ñðåäíåì

nfk = n(uk − uk+1) (10.9)

ñåðâåðîâ, íà êîòîðûõ ðîâíî k çàäàíèé. Âñå ýòè ñåðâåðû îáðàáàòûâàþò çàäàíèÿ ñî
ñêîðîñòüþ îäíî çàäàíèå â åäèíèöó âðåìåíè. Äðóãèìè ñëîâàìè, êîëè÷åñòâî ñåðâåðîâ ñ
k çàÿâêàìè èëè áîëüøå óìåíüøàåòñÿ íà n(uk − uk+1) â åäèíèöó âðåìåíè.

Òåïåðü äàâàéòå ïîñìîòðèì, íà ñêîëüêî êîëè÷åñòâî ñåðâåðîâ ñ k çàÿâêàìè èëè áîëü-
øå óâåëè÷èâàåòñÿ â åäèíèöó âðåìåíè. ×òîáû óâåëè÷èòü ÷èñëî òàêèõ ñåðâåðîâ, çàÿâêè
äîëæíû ïîñòóïàòü íà ñåðâåðû, ó êîòîðûõ â äàííûé ìîìåíò k − 1 çàÿâîê. Ïðè ìåòî-
äå èç äâóõ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íîâîå çàäàíèå ïîïàäåò íà ñåðâåð ñ k èëè áîëüøå
çàÿâêàìè ðàâíà

u2k, (10.10)
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ïîòîìó ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îáà ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî âûáðàííûõ ñåðâåðà äîëæíû
èìåòü k èëè áîëüøå çàÿâîê, è äëÿ êàæäîãî èç äâóõ ñåðâåðîâ ýòà âåðîÿòíîñòü uk. 1

Çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íîâàÿ çàÿâêà ïîñòóïèò íà ñåðâåð, ó êîòîðîãî ðîâíî
k − 1 çàÿâîê, ðàâíà

u2k−1 − u2k.
Ïîñêîëüêó çàÿâîê â åäèíèöó âðåìåíè ïîñòóïàåò λn, òî ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî ñåðâåðîâ
ñ k èëè áîëüøå çàÿâêàìè â åäèíèöó âðåìåíè â ñðåäíåì óâåëè÷èâàåòñÿ íà

λn(u2k−1 − u2k). (10.11)

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà â ðàâíîâåñèè, òî ÷èñëî ñåðâåðîâ ñ k èëè áîëüøå çàÿâêàìè äîëæ-
íî îñòàâàòüñÿ íåèçìåííûì, òî åñòü (10.9) ðàâíÿåòñÿ (10.11). Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå áàëàíñà:

uk − uk+1 = λ(u2k−1 − u2k), k = 1, 2, . . . ; u0 = 1. (10.12)

Ðåçóëüòàò â ðàáîòå [27] ãîâîðèò, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ îáùåïðèíÿòûõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ î çàêîíå ïîñòóïëåíèÿ çàäàíèé è âðåìåíè èõ âûïîëíåíèÿ, â ïðåäåëå äëÿ
áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ñåðâåðîâ, óðàâíåíèå (10.12) äåéñòâèòåëüíî îïèñûâàåò ðàâíî-
âåñíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Ýòî äîñòàòî÷íî ñëîæíûé òåõíè÷åñêèé ðåçóëüòàò. Íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, èëè äàæå äîãàäàòüñÿ, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.12) çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè:

uk = λ2
k−1, fk = λ2

k−1 − λ2k+1−1, äëÿ âñåõ k = 0, 1, 2, . . . . (10.13)

Ýòî òàê íàçûâàåìûé �äâîéíîé ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí�. Äâîéêà â ôîðìóëå � ýòà òà
ñàìàÿ äâîéêà � âòîðàÿ ñòåïåíü � èç âûðàæåíèÿ (10.10). Òî÷íî òàê æå ìû ìîãëè áû
âûáèðàòü íå èç äâóõ, à èç r ñåðâåðîâ, è ïîëóèëè áû uk = λr

k−1

Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ, íî ñëó÷àéíîì âûáîðå îäíîãî
ñåðâåðà, èçìåíÿòñÿ âûðàæåíèÿ (10.10) è ñîîòâåòñòâåííî (10.11). Äåéñòâèòåëüíî, íà
ýòîò ðàç çàÿâêà âûáèðàåò òîëüêî îäèí ñåðâåð, è âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü íà ñåðâåð ñ k
èëè áîëüøå çàÿâêàìè ðàâíî ïðîñòî uk. Òîãäà âìåñòî (10.12) ìû ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêîå
óðàâíåíèå áàëàíñà:

uk − uk+1 = λ(uk−1 − uk), k = 1, 2, . . . ; u0 = 1,

ðåøåíèå êîòîðîãî çàäàåòñÿ èçâåñòíîé ôîðìóëîé Ýðëàíãà:

uk = λk, fk = (1− λ)λk, äëÿ âñåõ k = 0, 1, 2, . . . . (10.14)

Î÷åâèäíî, ÷òî uk â ôîðìóëå (10.13) óáûâàåò ãîðàçäî áûñòðåå.
Èìåííî ýòè ôîðìóëû ìû èñïîëüçîâàëè â Òàáëèöå 6.1. Â íàøåì ñëó÷àå λ = 0.9, è â

òàáëèöå ìû ïðèâåëè çíà÷åíèÿ fk. Â ïåðâîé êîëîíêå � çíà÷àíèÿ k. Âî âòîðîé êîëîíêå
� çíà÷åíèÿ fk, ïîäñ÷èòàííûå ïî ôîðìóëå (10.14). Â òðåòüåé êîëîíêå � çíà÷åíèÿ fk,
ïîäñ÷èòàííûå ïî ôîðìóëå (10.13).

1Íà ñàìîì äåëå, åñëè íóæíî âûáðàòü äâà ðàçíûõ ñåðâåðà, òî ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà ukn(ukn−1)/n2,

íî ýòî çíà÷åíèå î÷åíü áëèçêî ê u2
k, êîãäà n äîñòàòî÷íî âåëèêî.
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10.5 Ïðèëîæåíèÿ â Ãëàâå 7

10.5.1 Ñõåìà Äèôôè-Õåëëìàíà

Äëÿ íà÷àëà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ. Ïócòü p çâäâííîå ïðîñòîå ÷èñëî, g � çàäàííîå íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî, g < p. Íà ñàìîì äåëå g ýòî òàê íàçûâàåìûé ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü
÷èñëà p. Îá ýòîì ìû ðàññêàæåì íèæå, â ðàçäåëàõ 10.5.2,10.5.3. Öåëü äàííîãî ðàçäåëà
äîêàçàòü, ÷òî â ñõåìå Äèôôè-Õåëëìàíà Àëèñà è Áîá äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷àþò îäèí
è òîò æå êëþ÷.

Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n è p ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðíûì îáîçíà÷åíèåì
äëÿ îñòàòêà îò äåëåíèÿ n íà p:

n (mod p) = [îñòàòîê îò äåëåíèÿ n íà p].

(÷èòàåòñÿ �n ïî ìîäóëþ p�).
Èòàê, Àëèñà çàäóìàëà ÷èñëî x, à Áîá ÷èñëî y. Ñõåìà Äèôôè-Õåëëìàíà ñîñòîèò

èç äâóõ øàãîâ.
Øàã 1. Àëèñà ïåðåäàåò Áîáó

a = (gx) (mod p).

Áîá ïåðåäàåò Àëèñå
b = (gy) (mod p).

Øàã 2. Àëèñà âû÷èñëÿåò êëþ÷

KA = (bx) (mod p).

Áîá âû÷èñëÿåò êëþ÷
KB = (ay) (mod p).

Óòâåðæäåíèå. Áîá è Àëèñà ïîëó÷èëè îäèí è òîò æå êëþ÷ K = KA = KB.

Äîêàçàòåëüñòâî.Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òîKA = KB. Ïîñêîëüêó a è b ýòî îñòàòêè
îò äåëåíèÿ íà p, òî ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà k è l, ÷òî

a = gx − kp,

b = gy − lp.

Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â ôîðìóëû äëÿ êëþ÷åé, ìû ïîëó÷àåì:

KA = ((gy − lp)x) (mod p),

KB = ((gx − kp)y) (mod p).

117



Ãëàâà 10. Ïðèëîæåíèÿ äëÿ ïîäãîòîâëåííîãî ÷èòàòåëÿ

Çàìåòèì, ÷òî â âûðàæåíèè äëÿKA ìû ìîæåì ðàñïèñàòü (gy−lp)x ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(gy − lp)x = (gy − lp)(gy − lp) · · · (gy − lp)︸ ︷︷ ︸
x ðàç

= (gy)x + pA,

ãäå A � ýòî öåëîå ÷èñëî, òî åñòü pA äåëèòñÿ íà p. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî

KA = ((gy − lp)x) (mod p) = ((gy)x + pA) (mod p) = (gy)x (mod p).

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, äëÿ êàêîãî-òî öåëîãî ÷èñëà B, ìû ïîëó÷àåì

KB = ((gx − kp)y) (mod p) = ((gx)y + pB) (mod p) = ((gx)y) (mod p).

Ðåçóëüòàò òåïåðü î÷åâèäåí, ïîñêîëüêó

(gy)x = gyx = gxy = (gx)y.

10.5.2 Äèñêðåòíîå ëîãàðèôìèðîâàíèå

Âñïîìíèì, ÷òî ëîãàðèôì ÷èñëà y ïî îñíîâàíèþ g � ýòî òàêîå ÷èñëî x, ÷òî

gx = y.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî î÷åíü ïîõîæàÿ îïåðàöèÿ ëåæèò â îcíîâå ñõåìû Äèôôè�Õåëëìàíà.
Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü, ìû áåðåì îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà p. Êàê ìû óæå óïî-

ìèíàëè âûøå, â ìàòåìàòèêå òàêàÿ îïåðàöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ gx (mod p) (÷èòàåòñÿ �g â
ñòåïåíè x ïî ìîäóëþ p�). Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, g è x íàòóðàëüíûå ÷èñëà, è ó g íåò
îáùèõ äåëèòåëåé ñ p.

Îäíà íåòðèâèàëüíàÿ òåîðåìà èç òåîðèè ÷èñåë (ñì., íàïðèìåð, [6]) óòâåðæäàåò, ÷òî
äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî g, ÷òî âñå ÷èñëà

g1 (mod p), g2 (mod p), . . . , gp−1 (mod p) (10.15)

ðàçíûå, ò.å. îíè ñëóæàò ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà 1, 2, . . . , p− 1 (ñðåäè íèõ íåò íóëÿ,
ïîñêîëüêó g < p è, çíà÷èò, gx íå äåëèòñÿ íà p). Íàïðèìåð,

31 (mod 7) = 3, 32 (mod 7) = 2, 33 (mod 7) = 6,

34 (mod 7) = 4, 35 (mod 7) = 5, 36 (mod 7) = 1.

Èç ýòîãî ñëåäóåò âîçìîæíîñòü êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà,
êîòîðûé åùå íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì. À èìåííî �ëîãàðèôì� ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà y ∈
{1, 2, . . . , p − 1} ïî îñíîâàíèþ g � ýòî òîò ñàìûé, óíèêàëüíûé, x ∈ {1, 2, . . . , p − 1},
ïðè êîòîðûì âûïîëíÿåòñÿ gx (mod p) = y. Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ x < p îñòàòêè ðàçíûå,
òî x îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ òàêîãî x íàçûâàåòñÿ îïåðàöèÿ
äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ. Èìåííî îíà ñëîæíà, è íèêòî íå çíàåò, ìîæíî ëè
ïðèäóìàòü ñïîñîá åå áûñòðîé ðåàëèçàöèè.

Êàê îïðåäåëèòü òàêîå ÷èñëî g, ÷òîáû âñå îñòàòêè â (10.15) áûëè ðàçíûå? ×èñëî
g îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ÷èñëà p. Ìû
ïîçâîëèì ñåáå ðàññêàçàòü îá ýòîì ïîíÿòèè íåìíîæêî ïîïîäðîáíåå.
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10.5.3 Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè

Åñòü òàêàÿ òåîðåìà Ýéëåðà: åñëè x è m âçàèìíî ïðîñòû, òî xϕ(m) ≡ 1 (mod m). Çäåñü
a ≡ b (mod m), åñëè a − b äåëèòñÿ íà m. Äðóãèìè ñëîâàìè, ó a è b îäèíàêîâûé
îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà m. À ϕ(m) � ýòî ôóíêöèÿ Ýéëåðà, ðàâíàÿ êîëè÷åñòâó ÷èñåë,
íå ïðåâîñõîäÿùèõ m è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ íèì. Íàïðèìåð, åñëè m = p, ãäå p ïðîñòîå,
òî ϕ(p) = p− 1 è òåîðåìà Ýéëåðà ïðåâðàùàåòñÿ â ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà.

Óñëîâèÿ òåîðåìû Ýéëåðà äîñòàòî÷íîå, íî íå íåîáõîäèìîå. Âïîëíå ìîæåò ñëó÷èòü-
ñÿ è òàê, ÷òî xa ≡ 1 (mod m), õîòÿ a < ϕ(m). Ñàìûé ïðîñòîé ïðèìåð òàêîãî òàêîé
ñèòóàöèè � ýòî, êîíå÷íî, x = 1. Äåéñòâèòåëüíî, xa ≡ 1 (mod m) äëÿ ëþáûõ íàòóðàëü-
íûõ a è m. Íî åñòü è ìåíåå òðèâèàëüíûå ïðèìåðû. Ñêàæåì, p = 5, à 42 = 16 ≡ 1
(mod 5), õîòÿ 2 < p− 1 = 4.

Ôîðìàëüíî, ÷èñëî g íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ m, åñëè

gϕ(m) ≡ 1 (mod m), íî ga 6≡ 1 (mod m) ïðè âñåõ a < ϕ(m) è a 6= 0.

Ïðèìåð (îòñóòñòâèå ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ó m = 2k). Âîçüìåì m = 2k ïðè
k ≥ 3. Â ýòî ñëó÷àå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî x âûïîëíÿåòñÿ
x2

k−2 ≡ 1 (mod m). Ïðè ýòîì ϕ(m) = 2k−1, ïîòîìó ÷òî ÷èñëà, âçàèìíî ïðîñòûå ñî
ñòåïåíüþ äâîéêè � ýòî âñå íå÷åòíûå ÷èñëà, à èõ ðîâíî 2k−1. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî x
íàøëîñü ÷èñëî

a = 2k−2 < 2k−1 = ϕ(m),

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ xa ≡ 1 (mod m). Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ó m = 2k ïðè k ≥ 3
ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé íåò.

Òåïåðü ìû ìîæåì îáúÿñíèòü, ïî÷åìó â êà÷ñòâå m óäîáíî âçÿòü ïðîñòîå ÷èñëî
p. Äëÿ ïðîñòîãî p âñåãäà ñóùåñòâóþò ïåðâîîáðàçíûå êîðíè. Íà ñàìîì äåëå ìû óæå
ãîâîðèëè î íèõ âûøå, â Ðàçäåëå 10.5.2, òîëüêî íå íàçûâàëè èõ ýòèì òåðìèíîì. Ýòî
òå ñàìûå ÷èñëà g, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (10.15). Íàïðèìåð, ïðè p = 3 ýòî
g = 2, ïðè p = 5 ýòî g = 2, à ïðè p = 7 ýòî g = 3. Â íàøåì ïðèìåðå â òåêñòå ãëàâû,
÷èñëî g = 2 � ýòî îäèí èç ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ÷èñëà p = 19.

Åñëè g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü p, òî âñå îñòàòêè â (10.15) ðàçíûå, è êàæäîìó îñòàò-
êó ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòåïåíü x (äèñêðåòíûé ëîãàðèôì, îí æå � èíäåêñ), ïðè
êîòîðîé òàêîé îñòàòîê ïîëó÷àåòñÿ. Íè÷åãî ïîäîáíîãî ìû íå ìîæåì ñäåëàòü, åñëè ìû
áóäåì áðàòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà ÷èñëî m, äëÿ êîòîðîãî ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ íåò.
Èìåííî ïîýòîìó ðàáîòàþò ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîîáðàçíûå êîðíè åñòü åùå äëÿ m = 4, m = pk è m = 2pk. Íî âñå
ðàâíî ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè ðàáîòàòü ïðîùå.
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10.6 Ïðèëîæåíèÿ ê Ãëàâå 8

10.6.1 Äâîéíîé ëîãàðèôì â HyperLogLog

Õåø-çíà÷åíèÿ � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç íóëåé è åäèíèö îäèíàêîâîé äëèíû. Îáî-
çíà÷èì äëèíó õåø-çíà÷åíèé ÷åðåç m. Òîãäà ìû ïîëó÷èì 2m ðàçíûõ õåø-çíà÷åíèé (ñì.
Ãëàâó 4 è Ïðèëîæåíèå 10.2.1).

Òåïåðü äîïóñòèì, íàì íóæíî ñîñ÷èòàòü n ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ. ×òîáû ïðèñâîèòü
èì âñåì ðàçíûå õåø-çíà÷åíèÿ, íàì ïîíàäîáèòñÿ êàê ìèíèìóì n õåø-çíà÷åíèé, òî åñòü

2m > n èëè m > log2(n).

Çíà÷èò, m äîëæíî áûòü òîãî æå ïîðÿäêà âåëè÷èíû, ÷òî è log2(n).
Àëãîðèòì K-Minimum Values çàïîìèíàåò K ñàìûõ ìàëåíüêèõ õåø-çíà÷åíèé äëè-

íû m, òî åñòü äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà íàì íóæåí îáúåì ïàìÿòè ïðèìåðíî K log2(n).
HyperLogLog çàïîìèíàåò òîëüêî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî íóëåé â íà÷àëå õåø-

çíà÷åíèé. Åñëè ñàìè õåø-çíà÷åíèÿ äëèíû m, òî è íóëåé ìîæåò áûòü íå áîëüøå, ÷åì
m. Çíà÷èò, íàì íóæíî äåðæàòü â ïàìÿòè ÷èñëî ìåæäó 0 è m. Ýòî ÷èñëî òîæå çàïè-
ñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé è åäèíèö. Êàêîé äëèíû äîëæíû áûòü
ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè? Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû l, òî ìû ìîæåì çàïèñàòü 2l

ðàçíûõ ÷èñåë. Çíà÷èò, ÷òîáû çàïèñàòü m+ 1 ðàçíûõ ÷èñåë, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

2l = m+ 1 èëè l = log2(m+ 1) ≈ log2(m).

Â ïàìÿòè ìû äîëæíû äåðæàòü òîëüêî l áèòîâ èíôîðìàöèè (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èç íóëåé è åäèíèö äëèíû l). Èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ïîëó÷àåòñÿ:

l ≈ log2(m) ≈ log2(log2(n)).

Äëÿ óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè, õåø-çíà÷åíèÿ ðàçáèâàþò íà r ðåãèñòðîâ è çàïîìèíàþò
÷èñëî íóëåé â êàæäîì ðåãèñòðå îòäåëüíî. Â ðåçóëüòàòå òðåáóåòñÿ ïîðÿäêà r log2(log2(n))
áèòîâ ïàìÿòè. Îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü îöåíêè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé 1.04/

√
r [16].

10.7 Ïðèëîæåíèÿ ê Ãëàâå 9

10.7.1 Äîêàçàòåëüñòâî ñîâìåñòèìîñòè ïî ñòèìóëàì àóêöèîíà

âòîðîé öåíû

Ðàññìîòðèì àóêöèîí âòîðîé öåíû, íà êîòîðîì îäèí òîâàð ðàçûãðûâàåòñÿ ìåæäó n
ó÷àñòíèêàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç vi èñòèííóþ öåííîñòü òîâàðà äëÿ ó÷àñòèêà i (îò àí-
ãëèéñêîãî ñëîâà value). Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç bi ñòàâêó ó÷àñòèêà i (îò àíãëèéñêîãî
ñëîâà bid). Ýòè îáîçíà÷åíèÿ ìû áóäåì èñïîëüîâàòü äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n.

Cîâìåñòèìîñòü ïî ñòèìóëàì îçíà÷àåò, ÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà (Âèêðè). Ó÷àñòíèê i ïîëó÷àåò ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü, åñëè bi = vi.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ó÷àñòíèê i ïîëó÷àåò òîâàð, òî, çíà÷èò, åãî ñòàâêà bi áûëà
ñàìîé âûñîêîé. Ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñ àóêöèîíîì âòîðîé öåíû, òî ñòîèìîñòü
òîâàðà ðàâíà ñàìîé âûñîêîé èç îñòàâøèõñÿ ñòàâîê:

[ñòîèìîñòü òîâàðà, åñëè òîâàð äîñòàëñÿ ó÷àñòíèêó i] = max
j 6=i

bj.

Ïðè ýòîì öåííîñòü öåíîñòü òîâàðà äëÿ ó÷àñòíèêà i ðàâíà vi. Çíà÷èò, åñëè ó÷àñòíèê i
ïîëó÷àåò òîâàð, òî åãî ïðèáûëü ðàâíà

vi −max
j 6=i

bj. (10.16)

Åñëè ó÷àñòíèê i òîâàðà íå ïîëó÷àåò, òî îí íå ïðèîáðåòàåò íèêàêîé öåííîñòè è íè÷åãî
íå ïëàòèò, òî åñòü åãî ïðèáûëü ðàâíà íóëþ.

Äàëüøå äîêàçàòåëüñòâî âåäåòñÿ òàê æå, êàê â Ðàçäåëå 9.5, è â êà÷åñòâå èëëþñòðà-
öèè ìû ìîæåì ïî-ïðåæíåìó èñïîëüçîâàòü Ðèñóíêè 9.2 è 9.3. Ìû ïîêàæåì, ïðè ïðàâ-
äèâîé ñòàâêå bi = vi ïðèáûëü ó÷àñòíèêà i òà æå èëè áîëüøå, ÷åì ÷åì ïðè ïîâûøåííîé
ñòàâêå bi > vi èëè ïðè ïîíèæåííîé ñòàâêå bi < vi.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî bi > vi. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
(i) Äîïóñòèì, ÷òî bi � ñàìàÿ âûñîêàÿ ñòàâêà, è, êðîìå òîãî, âñå îñòàëüíûå ó÷àñò-

íèêè ïîñòàâèëè ìåíüøå, ÷åì vi (ñì. Ðèñóíîê 9.2 ñâåðõó). Òîãäà òîâàð ïî-ïðåæíåìó
äîñòàåòñÿ ó÷àñòíèêó i ïî ñòîèìîñòè maxj 6=i bj, è ó÷àñòíèê i ïîëó÷àåò òî÷íî òàêóþ æå
ïðèáûëü (10.16), ÷òî è ïðè ïðàâäèâîé ñòàâêå vi.

(ii) Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî äðóãîé ó÷àñòíèê k ñäåëàë ñòàâêó bk > bi (ñì. Ðèñóíîê 9.2
â ñåðåäèíå). Òîãäà ó÷àñòíèê i òîâàðà íå ïîëó÷àåò, åãî ïðèáûëü ðàâíà íóëþ. Íî ïî-
ñêîëüêó bi > vi, òî è ïðè ïðàâäèâîé ñòàâêå vi ó÷àñòíèê i òîæå íå ïîëó÷èë áû òîâàðà.
Òî åñòü, â ýòîì ñëó÷àå, ïðèáûëü ó÷àñòíèêà i ïðè ïðàâäèâîé ñòàâêå òîæå ðàâíà íóëþ.

(iii) Íàêîíåö, äîïóñòèì, ÷òî bi � ñàìàÿ âûñîêàÿ ñòàâêà, è vi < maxj 6=i bj < bi (ñì.
Ðèñóíîê 9.2 ñíèçó). Ïîñêîëüêó vi < bi, òî òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà. Îíà âîçíèêà-
åò, êîãäà ñàìàÿ âûñîêàÿ ñòàâêà äðóãèõ ó÷àñòíèêîâ âûøå vi, íî íèæå bi. Åñëè áû i
ïîñòàâèë vi, òî i íå ïîëó÷èë áû òîâàðà, ïðèáûëü áûëà áû ðàâíà íóëþ. Íî òåïåðü bi
� ñàìàÿ âûñîêàÿ ñòàâêà, ïîýòîìó òîâàð äîñòàåòñÿ i. Ïðèáûëü i ïî-ïðåæíåìó âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (10.16), íî òîëüêî ïðèáûëü ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé, ïîñêîëüêó
öåííîñòü òîâàðà ìåíüøå åãî ñòîèìîñòè. Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå ïðèáûëü i ìåíüøå, ÷åì
ïðè ïðàâäèâîé ñòàâêå.

Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ (i)�(iii), ó÷àñòíèê i íå ïîëó÷èë ïðèáûëü âûøå, ÷åì ïðè ïðàâ-
äèâîé ñòàâêå vi.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî bi < vi, òî åñòü ñòàâêà çàíèæàåò ðåàëüíóþ öåííîñòü.
Îïÿòü ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.

(i') Äîïóñòèì, bi � ñàìàÿ âûñîêàÿ ñòàâêà, è âñå îñòàëüíûå ó÷àñòíèêè ïîñòàâèëè
ìåíüøå, ÷åì bi (ñì. Ðèñóíîê 9.3 ñâåðõó). Òîãäà òîâàð ïî-ïðåæíåìó äîñòàåòñÿ ó÷àñòíè-
êó i ïî ñòîèìîñòè maxj 6=i bj. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèáûëü ó÷àñòíèêà i ïî-ïðåæíåìó (10.16).
Ýòà ïðèáûëü â òî÷íîñòè òàêàÿ æå, êàê è ïðè ïðàâäèâîé ñòàâêå vi.

(ii') Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî äðóãîé ó÷àñòíèê l ñäåëàë ñòàâêó bl > vi (ñì. Ðèñóíîê 9.3
â ñåðåäèíå). Â ýòîì ñëó÷àå, ïðè ïðàâäèâîé ñòàâêå vi ó÷àñòíèê i òîâàðà íå ïîëó÷àåò.
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Íî òîãäà è ïðè çàíèæåííîé ñòàâêå bi < vi ó÷àñòíèê i òîæå íå ïîëó÷èò òîâàðà. Çíà÷èò,
ïðèáûëü i ðàâíà íóëþ è ïðè ïðàâäèâîé, è ïðè çàíèæåííîé ñòàâêå.

(iii') Íàêîíåö, äîïóñòèì, ÷òî bi < maxj 6=i bj < vi (ñì. Ðèñóíîê 9.3 ñíèçó). Ïîñêîëüêó
bi < vi, òî òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà. Îíà âîçíèêàåò, êîãäà ñàìàÿ âûñîêàÿ ñòàâêà
äðóãèõ ó÷àñòíèêîâ âûøå bi, íî íèæå vi. Òîãäà ïðè ïðàâäèâîé ñòàâêå òîâàð äîñòàëñÿ
áû ó÷àñòíèêó i, è åãî ïðèáûëü, ïî ôîðìóëå (10.16), áûëà áû ïîëîæèòåëüíîé. Íî
ïîñêîëüêó bi òåïåðü íå ñàìàÿ âûñîêàÿ ñòàâêà, òî òîâàð äîñòàíåòñÿ äðóãîìó ó÷àñòíèêó,
è ïðèáûëü vi ðàâíà íóëþ. Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå ïðèáûëü i ìåíüøå, ÷åì ïðè ïðàâäèâîé
ñòàâêå.

Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ (i')�(iii'), ó÷àñòíèê i íå ïîëó÷èë ïðèáûëü âûøå, ÷åì ïðè
ïðàâäèâîé ñòàâêå vi.

Â ðåçóëüòàòå ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî è ïðè çàíèæåííîé, è ïðè çàâûøåííîé ñòàâêå,
ó÷àñòíèê i ïîëó÷àåò íå áîëüøå, ÷åì ïðè ïðàâäèâîé ñòàâêå bi = vi. Òàêèì îáðàçîì, ìû
äîêàçàëè, ÷òî â àóêöèîíå âòîðîé öåíû âûãîäíåå âñåãî äåëàòü ÷åñòíóþ ñòàâêó.
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